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ABSTRACT. In aceasta nota vom descriem o tehnica deosebit de flexibilade abordare a multor prob-
leme de combinatorica enumerativa.
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INTRODUCERE

In randurile care urmeaza dorim sa prezentam cititorului o tehnica remarcabil de eficace in abordare
a multor probleme din combinatorica. Metoda este veche de cateva sute de ani si a fost folosita de
clasici ai matematicii ca Newton, Bernoulli, Euler, Gauss,Riemann pentru a demonstra rezultate
surprinzatoare.

Probabil ca prima manifestare a acestei metode este formulabinomului lui Newton care spune ca
numarul

(
n

k

)

:=
n!

k!(n− k)!

este coeficientul luitk in polinomul(1 + t)n, adica

(1 + t)n =

n∑

k=0

(
n

k

)

tk.

In limbaj modern, putem spune ca functia(1 + t)n este functia generatoare a numerelor
(

n

0

)

,

(
n

1

)

, . . . ,

(
n

n

)

.

Din acest motiv, aceste numere se mai numesc sicoeficienti binomiali. Faptul ca functia generatoare
(1+t)n are o forma asa de simpla conduce la o multitudine de consecinte pentru coeficientii binomiali.

Date: March 2007.
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Metoda functiilor generatoare are la baza o idee foarte simpla. Unui sir de numere realea0, a1, . . . ,

ii asociem o expresie de forma

a(t) = a0 + a1t + a2t
2 + · · · ,

pe care o numim functia sau seria generatoare a acestui sir. Putem gândi o astfel de serie ca un
polinom de grad infinit. O astfel de expresie se numeste serieformala de puteri pentru ca nu ne
intereseaza convergenta ei.

De foarte multe ori aceste serii au forme foarte simple care ne permit sa tragem concluzii despre
sirul original{an}n≥0 mai greu de obtinut pe alte cai.

In prima parte a lucrarii discutam seriile formale si operatiile pe care le putem efectua cu ele.
Ilustram aceste idei pe multe situatii concrete care apar inprobleme de combinatorica si algebra.

In cea de a doua parte a lucrarii discutam siruri de polinoamede o singura variabila. Aceasta parte
a lucrarii este putin mai dificila. Desi rezultatele sunt vechi de cateva sute de ani, le abordam dintr-un
un punct de vedere foarte modern initiat acum doua-trei decenii. Nivelul de abstractie este ceva mai
ridicat, si probabil ca cititorul va trebui sa se adapteze laun mod de gandire radical diferit de cel
intalnit matematica de liceu, desi nivelul de cunostiinte nu depaseste de matematica de liceu.

De aceea incurajam foarte mult cititorul sa rezolve exercitiile pe care le-am presarat de-a lungul
prezentarii. Sunt probleme clasice, interesante in sine, dar care vor ajuta si la asimilarea acestui nou
punct de vedere. Aceste probleme sunt comparabile ca nivel de dificultate cu probleme de olimpiada,
faza nationala sau internationala.

Pentru mai multe informatii privind acest subiect recomandam [1, 2, 4, 5] care ne-au servit ca ghid
in organizarea acestei lucrari.

1. SERII FORMALE SI SERII CONVERGENTE DE PUTERI

Definiţia 1.1. O serie formala de putericu coeficienti reali este o expresie de forma

a(t) =
∑

n≥0

antn = a0 + a1t + a2t
2 + · · · .

Mai sus,t este o variabila formala. Mulţimea seriilor formale de puteri se noteaza cuR[[t]].
⊓⊔

Sa observam ca exista niste operatii naturale pe aceasta multime. Putem aduna doua serii

(a0 + a1t + a2t
2 + · · · ) + (b0 + b1t + b2t

2 + · · · ) = c0 + c1t + c2t
2 + · · · ,

unde
cn = an + bn, ∀n ≥ 0.

Putem de asemenea inmulti doua serii formale ca si cum am inmulti doua polinoame

(a0 + a1t + a2t
2 + · · · )× (b0 + b1t + b2t

2 + · · · ) = c0 + c1t + c2t
2 + · · · ,

unde
c0 = a0b0, c1 = a0b1 + a1b0, c2 = a0b2 + a1b1 + a2b0,

si in general

cn = a0bn + a1bn−1 + · · · + anb0 =
n∑

k=0

akbn−k, ∀n ≥ 0.

Aceste operatii sunt comutative, asociative distributiveetc. In limbaj modern, spunem caR[[t]] este
un inel comutativ cu unitate.

Pentru a opera cu seriile formale de puteri este convenabil sa introducem notiunea dejet
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Definiţia 1.2. Pentru orice intreg nenegativk si pentru orice serie formala

a(t) = a0 + a1t + a2t
2 + · · · ∈ R[[t]],

definimk-jetul lui a ca fiind polinomul de grad cel multk,

Jka(t) =:= a0 + a1t + · · ·+ akt
k. ⊓⊔

Jeturile unei serii sunt importante datorita urmatorului fapt elementar.

Teorema 1.3(Principiul separarii formale). Fie u, v ∈ R[[t]]. Urmatoarele afirmatii sunt echiva-
lente.

(a)u = v.
(b) Jku = Jkv, ∀k ≥ 0. ⊓⊔

Remarca1.4. Credem ca ar trebui sa explicam cititorului motivul pentru care rezultatul de mai sus se
numeste principiu al separararii. Motivul este simplu. Rezultatul de mai sus spune ca putem distinge
(sau separa) doua seriiu, v uitandu-ne la jeturile lor. Mai precis, putem decide dacau 6= v intr-un
numar finit de pasi, in sensul ca trebuie sa existe un intreg pozitiv astfel incat Jku 6= Jkv.

Teorema de mai sus este un caz foarte special al unui rezultatfundametal in algebra numit teorema
de intersectie a lui Krull. ⊓⊔

Propoziţia 1.5. Sa presupunem cau(t) = u0 + u1t + · · · ∈ R[[t]] este o serie formala de puteri
cu proprietatea cau0 6= 0, adicaJ0(u(t)) 6= 0. Atunci exista o unica serie formalv(t) ∈ R[[t]] cu
proprietatea ca

u(t)v(t) = 1. (1.1)

Vom notav(t) := 1
u(t) si vom spune cav esteinversa multiplicativaa serieiu(t).

Demonstraţie. O seriev(t) = v0 + v1t + v2t
2 + · · · satisface (1.1) daca si numai daca satisface

urmatorul sir de egalitati

u0v0 = 1, u0vn + u1vn−1 + · · ·+ unv0 = 0, ∀n ≥ 1.

Prin urmare, coeficientiivn satisfac relatia de recurenta

v0 =
1

u0
, vn = −

1

u0

(
u1vn−1 + · · ·+ unv0

)
. (1.2)

Prin urmare seriav(t) ai carei coeficienti sunt definiti unic de (1.2) satisface ecuatia (1.1). ⊓⊔

Remarca1.6. Rezultatul de mai sus se poate reformula in limbaj modern spunand ca elementele
u(t) ∈ R[[t]] cu proprietatea caJ0(u(t)) 6= 0 sunt elemente inversabile ale ineluluiR[[t]]. Este usor
de vazut ca acestea sunttoateelementele inversabile ale acestui inel. ⊓⊔

Definiţia 1.7. O serie de puteri

a(t) =
∑

n≥0

antn

se numesteconvergentadaca exista un numar real positivr astfel incat, pentru orice numart ∈
(−r, r), sirul de numere reale

σna(t) = a0 + a1t + · · ·+ antn

este convergent. Vom nota cuσ∞a(t) limita acestui siruluiσna(t), si o vom numisuma seriei. De
asemenea, vom nota cuR{t} submultimea luiR[[t]] constand din serii convergente. ⊓⊔
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Exemplul 1.8. (a) Seria geometrica

g(t) := 1 + t + t2 + · · ·

este convergenta pentru orice|t| < 1 iar suma ei este1
1−t .

(b) Seria

e(t) := 1 +
1

1!
t +

1

2!
t2 + · · ·

este convergenta pentru orice numar realt, iar suma ei esteet. ⊓⊔

Are loc urmatorul rezultat a carui demonstratie o lasam cititorului ca un exercitiu.

Teorema 1.9. (a) Suma si produsul a doua serii convergente este o serie convergenta.
(b) O serie de puteri

a(t) =
∑

n≥0

antn

este convergenta daca si numai daca exista un numar real pozitiv c astfel incat

|an+1| ≤ c|an|, ∀n ≥ 0.

(c) Daca seriaa(t) este convergenta pentrut ∈ (−r, r), atunci suma ei este o functie infinit differen-
tiabila f(t) : (−r, r)→ R, iar coeficientiian sunt descrisi de formula MacLaurin

an :=
1

n!

dn

dtn

∣
∣
∣
t=0

f(t). ⊓⊔

Partea (a) a teoremei de mai sus se poate reformula spunand casubmultimeaR{t} este un subinel
al lui R[[t]]. De multe ori, cand avem de a face cu o serie convergentaa(t) a carei suma este o functie
f(t), in loc sa folosim notatia mai precisa

σ∞a(t) = f(t)

vom folosi notatia mai simpla
a(t) = f(t).

Astfel, in loc sa scriem

σ∞(1 + t + t2 + · · · ) =
1

1− t
vom scrie

1 + t + t2 + · · · =
1

1− t
.

Exerciţiul 1.10. Fieα un numar real. Folosind Teorema1.9aratati ca seriile

pα(t) = 1 +
α

1!
t +

α(α − 1)

2!
t2 +

α(α− 1)(α − 2)

3!
t3 + · · ·

L(t) =
∑

n≥1

tn

n

sunt convergente, iar sumele lor sunt

pα = (1 + t)α, L(t) = log(1 + t),

undelog este logaritmul natural. ⊓⊔
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Pe multimeaR[[t]] putem defini operatia de derivare formala

D : R[[t]]→ R[[t]], D(a0 + a1t + a2t
2 + · · · ) = a1 + 2a2t + 3a3t

2 + · · · .

Propoziţia 1.11. Operatia de derivare formala este liniara, adica

D(λa + µb) = λDa + µDb, ∀a, b ∈ R[[t]], ∀λ, µ ∈ R,

si satisface regula lui Leibniz

D(a · b) = (Da)b + a(Db), ∀a, b ∈ R[[t]]. ⊓⊔

Exerciţiul 1.12. Demonstrati propozitia de mai sus folosind principiul separararii formale. ⊓⊔

Are loc urmatorul rezultat.

Teorema 1.13.Daca seria formalaa(t) ∈ R[[t]] este convergenta si are sumas(t) atunci si seria
formalaDa(t) este convergenta, iar suma ei esteds

dt . ⊓⊔

Demonstratia necesita unele notiuni mai avansate de analiza si de aceea nu o prezentam. Cititorul
curios poate consulta orice tratat de analiza reala, ca de exemplu [3, Chap. XII]

Exemplul 1.14. Seriaa(t) = 1 + t + t2 + · · · converge la 1
1−t . Prin urmare derivata formala

Da(t) = 1 + 2t + 3t2 + · · ·

este convergenta iar suma ei este
d

dt

1

1− t
=

1

(1− t)2

Mai general, seria formalaDka(t) este convergenta, iar suma ei estek!
(1−t)k+1 . Aceasta ultima egali-

tate se poate rescrie sub forma

k!t0 + 2 · 3 · · · kt + · · ·+ (n + 1) · · · (n + k − 1)tn + · · · =
k!

(1− t)k+1
.

Impartind prink! deducem

1

(1− t)k+1
= 1 +

(
k + 1

k

)

t + · · ·+

(
n + k

k

)

tn + · · · . (1.3)

Formula de mai sus se poate obtine si din Exercitiul1.10alegandα = −(k + 1). Sa observam acum
ca

1

(1− t)k+1
=
(∑

m≥0

tm
)k+1

=

k∏

j=0

(∑

mj≥0

tmj

)

.

Coeficientul luitn din produsul de mai sus este egal cu coeficientul luitn al seriei din partea stanga a
egalitatii (1.3). Acest coeficient este

(n+k
k

)
.

Pe de alta parte, coeficientultn din produsul de mai sus are o interpretare combinatorica. Eleste
egal cu numarul de monoame de forma

tm0 · tm1 · · · tmk

cu proprietatea cam0 + · · · + mk = n. Putem reformula acest lucru mult mai intuitiv.
Avem (k + 1) cutii etichetate cu numerele0, 1, . . . , k. Dorim sa aflam in cate moduri putem

distribuin bile identicein aceste(k+1) cutii distincte. O distributie este data de colectia ordonata de
numere(m0,m1, . . . ,mk), undemj este numarul de bile din cutiaj. Ajungem astfel la un rezultat
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combinatoric binecunoscut: numarul de distributii den bile identicein (k + 1) cutii diferite este egal
cu
(n+k

k

)
. ⊓⊔

2. FUNCŢII GENERATOARE

Putem in fine introduce personajul principal al acestei lucrari.

Definiţia 2.1. Functia generatoarea unui sir{an}n≥0 este seria formala

Fg(an; t) = a0 + a1t + a2t
2 + · · · .

Functia generatoare de tip exponentiala unui sir{an}n≥0, este functia generatoare a sirului{an
n! }n≥0.

Vom nota functia generatoare de tip exponential prinFgexp, astfel ca

Fgexp(an; t) = Fg(
an

n!
; t). ⊓⊔

Exemplul 2.2. (a) Dacaan = 1, ∀n ≥ 0 atunci

Fg(an; t) = 1 + t + t2 + · · · =
1

1− t
, Fgexp(an; t) = et.

Mai general, pentru orice numar realr avem egalitatile

Fg(rn; t) = 1 + rt + r2t2 + · · · =
1

1− rt
, Fgexp(rn; t) = ert.

(b) Pentru orice siruri(an), (bn), si pentru rice numar realc au loc egalitatile

Fg(an + bn; t) = Fg(an : t) + FG(bn; t), Fg(can; t) = cFg(an; t).

⊓⊔

Exerciţiul 2.3. Aratati ca

∑

n≥0

cn
tn

n!
=
(∑

j≥0

aj
tj

j!

)

·
(∑

k≥0

bk
tk

k!

)

,

daca si numai daca

cn =

n∑

k=0

(
n

k

)

akbn−k. ⊓⊔

Exerciţiul 2.4. Sa consideram un sir{an}n≥0 a carui functie generatoare este

a(t) = a0 + a1t + a2t
2 + · · · .

Atunci functia generatoare a sirului de sume partiale

sn = a0 + a1 + · · ·+ an

este

s(t) =
1

1− t
a(t). ⊓⊔

Observatiile foarte simple de mai sus ne permit deja sa tragem niste concluzii remarcabile.

Exemplul 2.5 (Numerele lui Fibonacci). Sa consideram sirul lui Fibonacci definit de conditiile
intiale,F0 = F1 = F2 si relatia de recurenta

Fn+2 = Fn+1 + Fn. (2.1)
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Sa notam cuF (t) functia generatoare a sirului lui Fibonacci. Daca inmultim(2.1) cu tn+2 obtinem

Fn+2t
n+2 = t(Fn+1t

n+1) + t2(Fntn).

Sa sumam egalitatea de mai sus dupan = 0, 1, 2, . . . . Obtinem

F2t
2 + F3t

3 + F4t
4 · · · = t(F1t + F2t

2 + F3t
3 · · · ) + t2(F0 + F1t + F2t

2 + · · · )

Egalitatea de mai sus se poate rescrie

F (t)− (F0 + F1t) = t(F (t)− F0) + t2F (t)

⇐⇒ F (t)− (1 + t) = (t + t2)F (t)− t⇐⇒ F (t)(1− t− t2) = 1.

Deducem de mai sus urmatoarea egalitatea surprinzatoare.

F (t) =
1

1− t− t2
.

Recunoastem la numitor ecuatia caracteristica a recurentei lui Fibonacci.
Putem descompune functia rationala de mai sus in fractii simple. Notam cur1, r2 radacinile ecu-

atiei caracteristice
r2 − r − 1 = 0.

Are loc egalitatea
1− t− t2 = (1− r1t)(1− r2t).

Deducem ca
1

(1− t− t2
=

1

(1− r1t)(1 − r2t)
=

A

1− r1t
+

B

1− r2t
=

A(1− r2t) + B(t− r1t)

1− t− t2

⇐⇒

{
A + B = 1

r2A + r1B = 0.

Determinantul acestui sistem ester1 − r2 de unde rezulta ca

A =
r1

r1 − r2
, B =

r2

r2 − r1
.

Prin urmare

F (t) =
r1

r1 − r2

1

1− r1t
+

r2

r2 − r1

1

1− r2t
=

r1

r1 − r2

(∑

n≥0

rn
1 tn
)

+
r2

r2 − r1

(∑

n≥0

rn
2 tn
)

.

Rezulta de aici binecunoscuta formula

Fn =
rn+1
1

r1 − r2
+

rn+1
2

r2 − r1
. ⊓⊔

Exemplul 2.6 (Relatiile lui Newton). Polynoamele simetrice elementare inn variabile r1, . . . , rk

sunt date de relatiile

c0 = 1, c1(r1, . . . , rn) = r1 + · · ·+ rn, ck(r1, . . . , rn) =
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n

ri1 · · · rik .

Este binecunoscut faptul ca aceste expresii satisfac relatiile lui Viète

C(t) = (1− r1t)(1− r2t) · · · (1− rnt) = c0 − c1t + c2t
2 + · · ·+ (−1)ncntn.

Asa numita teorema fundamentala a polinoamelor simetrice spune ca orice polinom simetricS in
variabileler1, . . . , rn se poate exprima ca un polinom in variabilelec1, . . . , cn,

S(r1, . . . , rn) = S̄(c1, . . . , cn).
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Mai mult, dacaS are coeficienti intregi, atunci sīS are coefficienti intregi.
De exemplu,

r2
1 + r2

2 + · · ·+ r2
n = c2

1 − 2c2. (2.2)

Acum cateva sute de ani Isaac Newton a descris un procedeu foarte elegant de a exprima polinoamele
simetrice

pk(r1, . . . , rn) = rk
1 + rk

2 + · · ·+ rk
n, k ≥ 0,

ca polinoame in variabileleci. Astfel, egalitatea (2.2) se poate rescrie ca

p2 = c2
1 − 2c2.

Chiar si cazul urmator, al polinomuluip3, pare a fi destul de complicat.
Newton a avut inspiratia sa descrie polinoamelepr nu pe rand, unul cate unul, ci toate deodata,

folosind functia lor generatoare,

P (t) = p0 + p1t + p2t
2 + · · · ,

careia i-a gasit o descriere foarte simpla. Iata argumentullui Newton.
Sa observam in primul rand ca

P (t) = n + (r1 + · · ·+ rn)t + (r2
1 + · · ·+ r2

2)t
2 + · · ·

= (1 + r1t + r2
1t

2 + · · · ) + · · ·+ (1 + rnt + r2
nt2)

=
1

1− r1t
+ · · ·+

1

1− rnt
Prin urmare,

P (t)− n =

n∑

k=1

( 1

1− rkt
− 1

)

=

n∑

k=1

r1t

1− r1t

Derivand polinomulC(t) obtinem

d

dt
C(t) =

d

dt

n∏

k=1

(1− rkt)

= −r1(1− r2t) · · · (1− rnt)− r2(1− r1t)(1− r3t) · · · (1− rnt)−· · ·− rn(1− r1t) · · · (1− rn−1t),

de unde deducem,
C ′(t)

C(t)
= −

n∑

k=1

r1

1− r1t
=⇒ t

C ′(t)

C(t)
= P (t)− n

Acum putem rescrie ultima egalitate sub forma

−tC ′(t) = C(t)(P (t)− n).

Daca ne reamintim ca

C(t) = 1− c1t + c2t
2 − · · · , tC ′(t) = −c1t + 2c2t

2 − 3c3t
3 + · · · ,

si
P (t)− n = p1t + p2t

2 + · · ·

deducem
c1t− 2c2t

2 + 3c3t
3 − · · · = (1− c1t + c2t

2 − · · · )(p1t + p2t
2 + · · · ).

Relatiile lui Newton se obtin identificand coeficientii luitk in cele doua parti ale egalitatii de mai sus.

p1 = c1, p2 − p1c1 = −2c2, p3 − p2c1 + p1c2 = 3c3,

pk − pk−1c1 + · · ·+ (−1)k−1p1ck−1 = (−1)k+1kck, ∀k ≤ n (2.3a)
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pk − pk−1c1 + · · ·+ (−1)npk−ncn = 0, ∀k > n. (2.3b)

De exemplu, avem

p3 = p2c1 − p1c2 + 3c3 = c1(c
2
1 − 2c2)− c1c2 + 3c3 = c3

1 − 3c1c2 + 3c3. ⊓⊔

Exerciţiul 2.7. Descrietip4 ca un polinom in variabilelec1, c2, c3, c4. ⊓⊔

Exerciţiul 2.8. Sa presupunem ca sunt daten multimi finite A1, . . . , An. Notam

In := {1, 2, . . . , n}, A := ∪i∈InAi.

Pentru orice submultimeS ⊂ {1, 2, . . . , n} notam cur(S) cardinalul multimii

DS =
{
a ∈ A; a ∈ As, ∀s ∈ S, a 6∈ Ak, if k 6∈ S

}
,

iar cuR(S) cardinalul multimii

AS :=
⋂

j∈S

Aj .

(a) Folosind principiul includerii-excluderii demonstrati ca

r(S) =
∑

T⊇S

(−1)|T |−|S|R(T ).

(b) Demonstrati ca
∑

S⊂In

r(S)x|S| =
∑

T⊂In

R(T )(x− 1)|T |, ∀x ∈ R.

m

m

FIGURE 1. Regiuni interzise pe o tablă de şah de tipn× n.

Exerciţiul 2.9. Sa consideram o tabla de şah de tipn × n. Numimdistributie neagresivade turnuri
pe aceasta tabla o distributie den turnuri incat nu exista doua turnuri pe aceeasi linie sau coloana.
Definim oregiunea tablei de sah ca fiind a submultime a multimii tuturor celorn2 patratele (vezi Fig
1). Pentru o regiuneA a tablei de sah si orice intregk ≥ 0 introducem urmatoarele notatii.

• rk(A) := numarul de distributii neagresive cu proprietatea ca exactk turnuri se gasesc in
regiuneaA.
• Rk(A) := numarul de distributii neagresive cu proprietatea ca cel putin k turnuri se gasesc in

regiuneaA.
• rA(x) =

∑

k≥0 rk(A)xk, RA(x) =
∑

k≥0 Rk(A)xk. Observati carA(0) este numarul de
distributii neagresive cu proprietatea ca nici unul din turnuri nu se afla in regiunea “interzisa”
A. PolinomulrA(x) se numestepolinomul turnurilor asociat regiuniiA.
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(a) Aratati ca pentru orice regiuneA a tablei de sah are loc egalitatea

rA(x) = RA(x− 1), ∀k ≥ 0.

(b) CalculatirA(x) candA este fie multimea vida, fie una din regiunile colorate cu gri inFigure1. ⊓⊔

3. ECUAŢII CU DIFERENŢE

Sa consideram un sir de numere reale{an}n≥0. Sa notam cua(t) := Fg(an; t) functia generatoare
a acestui sir. Putem considerasirul diferentelor

(∆a)n = an+1 − an, n = 0, 1, 2, . . . .

Putem sa ne gandim la sirul
{
(∆a)n

}
ca fiind derivata sirului{an}. Dorim sa exprimam functia

generatoare a diferentelor finite cu ajutorul functiei generatora a sirului initial. Sa notam cu∆a(t)
seria generatoare a sirului de diferente fiunite

Sa observam ca

(1− t)a(t) = (1− t)(a0 + a1t + a2t
2 + · · · ) = a0 + (a1− a0)t + (a2− a1)t

2 + · · · = a0 + t∆a(t).

Deducem ca

∆a(t) =
(1− t)

t
a(t)−

1

t
a0 = q(t)a(t)−

1

t
a0, (3.1)

unde uq(t) este functia rationala1−t
t .

Putem defini inductiv “derivatele de ordin superior”

(∆k+1a)n :=
(
∆(∆ka)

)

n
.

De exemplu,

(∆2a)n = (∆a)n+1 − (∆a)n = (an+2 − an+1)− (an+1 − an) = an+2 − 2an+1 + an.

Notam cu∆ka(t) functia generatoare a sirului∆ka. Aplicand (3.1) iterativ deducem

∆ka(t) = q∆k−1a(t)−
1

t
(∆k−1a)0

= q2∆k−2a(t)−
1

t

{

q(∆k−2a)0 + (∆k−1a)0

}

· · · = qka +
1

t

{

qk−1a0 + qk−2(∆a)0 + · · ·+ (∆k−1a)0

}

Are loc deci identitatea

∆ka(t) = qka(t)−
1

t

k−1∑

j=0

qk−1−j(∆ja)0, q :=
1− t

t
. (3.2)

Corolarul 3.1.

(∆ka)n =
k∑

j=0

(
n

n− j

)

an+j, ∀n, k ≥ 0. (3.3)

Demonstraţie.Din identitatea (3.2) deducem

tk∆ka(t) = (1− t)ka(t)
︸ ︷︷ ︸

I

−
k−1∑

j=0

(1 − t)k−1−jtj(∆ja)0

︸ ︷︷ ︸

II

.
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Termenul(∆ka)n este coeficientul luitk+n in seriatk∆ka(t). Observand caII este un polynom de
grad mai mic decatk, deducem ca(∆ka)n trebuie sa fie egal cu coeficientul luitk+n in I . Folosind
binomul lui Newton deducem ca acest coeficient este egal cu expresia din partea dreapta a egalitatii
(3.3). ⊓⊔

Definiţia 3.2. Spunem ca un sir{an}n≥0 satisface oecuatie cu diferenţe omogena de ordink daca
exista niste constante realec0, c1, . . . , ck, ck 6= 0 astfel incat

ck(∆
ka)n + ck−1(∆

k−1a)n + · · ·+ c1(∆a)n + c0an = 0, ∀n ≥ 0. (3.4)

⊓⊔

Daca sirul{an}n≥0 cu functia generatoarea(t) satisface ecuatia (3.4) atunci rezulta din (3.2) ca
seriaa(t) satisface ecuatia

0 =

k∑

ℓ=0

cℓ

(

qℓa(t)−
1

t

ℓ−1∑

j=0

qℓ−1−j(∆ja)0

)

, q =
1− t

t
.

Inmultim ambele parti ale egalitatii de mai sus cutk si deducem

0 =
k∑

ℓ=0

cℓ

(

tk−ℓ(1− t)ℓa(t)− tk−ℓ
ℓ−1∑

j=0

tj(1− t)ℓ−1−j(∆ja)0

)

Prin urmare
( k∑

ℓ=0

cℓt
k−ℓ(1− t)ℓ

)

a(t) =

k∑

ℓ=1

cℓt
k−ℓ

ℓ−1∑

j=0

tj(1− t)ℓ−1−j(∆ja)0

Sa observam ca termenul din partea dreapta a egalitatii de mai sus este un polinomr(t) de grad mai
mic decatk ai carui coeficienti sunt complet si unic determinati de “derivatele initiale”

a0, (∆a)0, . . . , (∆
k−1a)0.

Ajungem la urmatoarea concluzie.

Corolarul 3.3. Daca sirul{an}n≥0 satisface ecuatia cu diferente (3.4) atunci functia lui generatoare
a(t) este o functie rationala de forma

a(t) =
r(t)

ck(1− t)k + ck−1t(1− t)k−1 + · · ·+ c0tk
,

unde gradul numaratoruluir(t) este mai mic decat gradul numitorului. ⊓⊔

Exerciţiul 3.4. (a) Aratati ca pentru orice polinom de gradk

u(t) = ukt
k + uk−1t

k−1 + · · · u0, uk 6= 0,

exista constantelec0, . . . , ck unic determinate de egalitatea

ukt
k + uk−1t

k−1 + · · · u0 = ck(1− t)k + ck−1t(1− t)k−1 + · · ·+ c0t
k.

(b) Aratati ca un sir de numere reale{an} satisface o relatie de recurenta de forma

ukan+k + uk−1an+k−1 + · · · + u0an = 0, ∀n ≥ 0, (3.5)
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daca si numai daca satisface o ecuatie cu diferente de forma (3.4). Deduceti ca un sir{an} satisface
o relatie de recurenta de forma (3.5) daca si numai daca functia lui generatoare are forma

a(t) =
r(t)

uktk + uk−1tk−1 + · · · u0
,

unde gradul luir este mai mic decatk. ⊓⊔

Exerciţiul 3.5. Aratati ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente.
(a) Sirul{an} satisface ecuatia cu diferente

(∆k+1a)n = 0, ∀n ≥ 0

(b) Exista constantec0, c1, . . . , ck astfel incat

an =

k∑

j=0

cj

(
n

j

)

=

n∑

k=0

(
n

k

)

cn−k, ∀n ≥ 0.

(c) Exista constanted0, d1 . . . , dk astfel incat

an =
k∑

j=0

djn
j, ∀n ≥ 0. ⊓⊔

Exerciţiul 3.6. Sa consideram sirul{an}n≥0 care satisface relatia de recurenta

an+2 = 5an+1 − 6an, ∀n ≥ 0.

Aratati ca satisface ecuatia cu diferente

(∆2a)n − 3(∆a)n + 2an = 0, ∀n ≥ 0. ⊓⊔

Exerciţiul 3.7. Pentru orice intregi0 < k ≤ n notam cufn,k numarul de submultimi de cardinalk

ale multimii{1, . . . , n} cu proprietatea ca nu contin nici o pereche de numere consecutive. Aratati ca

fn,k =

(
n− k + 1

k

)

,

si
n∑

k=0

fn,k = Fn+2,

unde{Fn} este sirul lui Fibonacci. ⊓⊔

4. FORMULA DE INVERSIUNE A LUI LAGRANGE

Pentru a formula rezultatul principal al acestei sectiuni trebuie sa facem cateva observatii prelim-
inare.

Definim oserie Laurent formalaca fiind o expresie de forma

akt
−k + a−k+1t

−k+1 + a−1t
−1 + a0 + a1t + a2t

2 + · · · .

O serie Laurent formala este cu alte cuvinte suma dintre o serie formala de puteri si un polinom in
t−1. Notam cuR[[t, t−1] multimea seriilor Laurent formale.

Sa observam ca putem aduna si inmulti doua serii formale ca sicum are fi polinoame, iar multimea
R[[t, t−1] devine inel comutativ cu unitate cand este inzestrata cu operatiile de adunare si inmultire.
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Operatorul de derivare formalaD se extinde in mod evident si la seriile Laurent. Propozitia1.11
se extinde si la cazul seriilor Laurent. In particular,D satisface regula lui Leibniz si pentru produsul
a doua serii Laurent.

Dacaa(t) este o serie Laurent formala, iark este un intreg, vom nota cu[tk]a coeficientul luitk in
dezvoltarea luia. Coeficientul luit−1 in a(t) se numestereziduulseriei Laurenta si il vom nota cu
Res a.

Propoziţia 4.1. Dacaa(t) = a0 + a1t + a2t
2 + · · · ∈ R[[t]] este o serie formala de puteri atunci

an = [tn]a(t) =
1

n!
[t0](Dna). ⊓⊔

Definiţia 4.2. Pentru orice intregk vom spune ca o serie Laurentu esteO(k), si scriemu = O(k),
daca are forma

u(t) = tka(t), a(t) ∈ R[[t]]. ⊓⊔

Cu alte cuvinte,
u(t) = O(k)⇐⇒ u(t) = ukt

k + uk+1t
k+1 + · · · .

De exemplu, faptul ca o serie Laurenta este o serie formala de puteri, adica nu apar puteri negative
ale lui t, se poate scriea = O(0).

Putem reformula principiul separarii formale folosind notatiaO.

Teorema 4.3(Principiul separarii formale in notatia O). Fie u, v ∈ R[[t]]. Atunci

u = v ⇐⇒ u(t)− v(t) = O(k), ∀k ≥ 0. ⊓⊔

Sa observam ca daca
v(t) = v1t + v2t

2 + · · · = O(1),

iaru(t) = u0+u1t+u2t
2+· · · = O(0) este o serie formala oarecare, atunci putem definicompunerea

lor
u ◦ v(t) := u0 + u1(v1t + v2t

2 + · · · ) + u2(v1t + v2t
2 + · · · )2 + · · ·

= u0 + (u1v1)t + (u1v2 + u1v
2
1 + u2v

2
1)t

2 + · · · .

Coeficientul luitk in u ◦ v este descris de unpolinomuniversal in variabileleu1, . . . , uk, v1, . . . , vk.

Teorema 4.4(Derivarea compunerii). Fie u ∈ R[[t]] si v ∈ R[[t]] astfel incatv = O(1). Atunci

D(u ◦ v) =
(
(Du) ◦ v

)
· (Dv). (4.1)

⊓⊔

Exerciţiul 4.5. Sa presupunem cau, v ∈ R[[t]], iar v = O(1).

(a) Aratati ca pentru orice intreg pozitivk are loc egalitatea

Jk(u ◦ v)− (Jku) ◦ v = O(k + 1), (4.2)

unde reamintim caJk este notatia pentruk-jet.
(b) Demonstrati egalitatea (4.1) folosind (4.2) si principiul separarii formale. ⊓⊔

Exemplul 4.6 (Puterile intregi ale unei serii Laurent). Sa presunem cav(t) = O(1). Atunci,
pentru orice intregk > 0 putem defini seria(1 + v)[−k] ca fiind compunerea

(1 + v)[−k] := u ◦ v(t), u(t) = (1 + t)−k =
∑

n≥0

(−1)n
(

n + k − 1

k − 1

)

tn.
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Lasam cititorului sa verifice folosind principiul separarii formale ca pentru orice intreg pozitivk are
loc egalitatea

(1 + v)[−k] · (1 + v)k = 1,

adica seria(1 + v)[−k] este inversa seriei(1 + v)k in inelul R[[t]]. Din aceasta cauza vom scrie
(1 + v)−k in loc de(1 + v)[−k].

Mai general, dacac 6= 0, putem defini

(c + v)[−k] := c−k(1 + c−1v)[−k].

In particular, deducem ca dacau = u0 + u1t + u2t
2 + · · · ∈ R[[t]] este o serie formala astfel incat

J0u = u0 6= 0, atunci putem definiu(t)n ca o serie formala, pentruorice intregn. In plus, au loc
egalitatile

un · u−n = 1, ∀n ∈ Z.

Daca mai sus alegemn > 0, si apoi derivam folosind regula lui Leibniz deducem

(Dun)u−n + un(Du−n) = 0 =⇒ un(Du−n) = −nun−1(Du)u−n = −nu−1(Du).

Inmultind ambele parti ale ultimei egalitati cuu−n obtinem

Du−n = −nu−n−1(Du).

Am demonstrat astfel urmatorul fapt.

Dum = mum−1(Du), ∀m ∈ Z \ {0}, u ∈ R[[t]], J0u 6= 0. (4.3)

Sa observam ca dacau(t) este o serie Laurent formala, atunci o putem decrie ca un produs

u(t) = tk(q0 + q1t + · · · ),

undek este un intreg, iarq0 6= 0. Dacan este un intreg, putem definiun prin egalitatea

un := tnk(q0 + q1t + · · · )n.

Egalitatea (4.3) se extinde si la acesta situatie mai generala. ⊓⊔

Definiţia 4.7. O serie
u = u1t + u2t

2 + · · · = O(1)

se numesteinversabila functional(sau pe scurt,f -inversabila), daca exista o serie

v = v1t + v2t
2 + · · · = O(1),

astfel incat
u ◦ v(t) = v ◦ u(t) = t.

Vom folosi notatia
v(t) = u〈−1〉(t),

si vom spune cav(t) esteinversa functionalaa serieiu(t). ⊓⊔

Exerciţiul 4.8 (Teorema functiilor implicite formale). Aratati ca o serieu(t) = O(1) estef -
inversabila daca si numai daca[t]u 6= 0, adica coeficientul luit in u nu este zero. In acest cazu
admite ounica inversa functionala. ⊓⊔

Remarca4.9. Sa presupunem cau(t) este o serie formala care admite o inversa functionalav. Atunci
seriau este convergenta, daca si numai daca seriav este convergenta. Acest fapt este cunosctut in
analiza sub numele de teoremafunctiilor real analitice implicite. ⊓⊔



METODA FUNCTIILOR GENERATOARE 15

Dorim sa rezolvam urmatoarea problema.

Dacau(t) = u1t + u2t
2 + · · · este o serief -inversabila (adicau1 6= 0) sa se descrie coeficietii

seriei inverse in functie de coeficietii serieiu(t).

Problema de mai sus se poate rezolva prin metoda coeficientilor nedeterminati, dar calculul coefici-
etilor inverseiu〈−1〉 devine oribil de complicat. Formula de inversiune a lui Lagrange descrie in esenta
un algoritm de calcul al coeficientilor seriei inverse care de multe ori produce rezultate interesante.
In demonstratia acestui algoritm vom avea nevoie de urmatorul fapt elementar dar fundamental.

Lema 4.10(Teorema formala a reziduurilor). (a) Dacaa(t) este o serie Laurent, atunci reziduul
derivateiDa este zero, adica

Res Da = 0. ⊓⊔

(b) Daca seriau ∈ R[[t]] estef -inversabila atunci are loc egalitatea

Res u−1Du = 1.

Demonstraţie. Partea (a) rezulta din observatia ca monomult−1 nu este derivata nici unei serii
Laurent. Pentru a demonstra partea (b), scriemu sub forma

u = u1t + u2t
2 + · · · = t (u1 + u2t + · · · )

︸ ︷︷ ︸

r

,

undeu1 6= 0 deoareceu estef -inversabila. Atunci

u−1 = t−1r−1, Du = r + tDr =⇒ u−1Du = t−1 + r−1Dr.

Sa observam car−1Dr ∈ R[[t]], si prin urmare

Res r−1Dr = 0 =⇒ Res u−1Du = Res(t−1 + r−1Dr) = Res t−1 = 1. ⊓⊔

Teorema 4.11(Formula de inversiune a lui Lagrange). Fie

u(t) = u1t + u2t
2 + · · · ∈ R[[t]]

o serief -inversabila, adicau1 6= 0. Notam cus(t) = s1t + s2t
2 + · · · inversa ei functionala. Daca

scriemu(t) sub forma

u(t) = t r(t), r(t) = u1 + u2t + u3t
2 + · · · ,

atunci
nsn = n[tn]s(t) = Res u−n = [tn−1]r(t)−n.

Demonstratie.Sa scriem
s(t) =

∑

m≥1

smtm.

Atunci are loc egalitatea

t = s(u(t)) =
∑

m≥1

smum.

Derivand obtinem
1 =

∑

m≥1

msmum−1Du.

Inmultind cuu−n deducem
u−n =

∑

m≥1

msmum−1−nDu.
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Sa observam ca dacam 6= n, atunci

um−1−nDu =
1

m− n
Dum−n,

si din teorema formala a reziduurilor deducem

Res um−1−nDu = 0, ∀m 6= n.

Deducem ca
Res u−n = nsn Res u−1Du.

Folosind partea (b) a teoremei formale a reziduurilor deducem

nsn = Res u−n = Res(t−nr−n) = [t−1]
(
t−nr(t)−n

)
= [tn−1]r(t)−n. ⊓⊔

Exerciţiul 4.12. Sa presupunem ca seriau(t) ∈ R[[t]] estef -inversabila, si sa notam

v := u〈−1〉.

Folosind tehnica de demonstratie a Teoremei4.11aratati ca

[tn]vk =
k

n
[tn−k]

( t

u

)n
=

k

n
[t−k]u−n. (4.4)

In particular, dacau(t) are forma

u(t) =
t

f(t)
, f(t) = f0 + f1t + · · · ∈ R[[t]], f0 6= 0,

atunci

[tn]vk =
k

n
[tn−k]f(t)n. (4.5)

⊓⊔

Exemplul 4.13. Formula de inversiune se poate intelege cel mai bine daca o ilustram pe un exemplu.
Sa presupunem ca o serie formala de puteris(t) satisface o ecuatie de forma

s = t(1 + as)ℓ,

undeℓ este un intreg, iara 6= 0 un numar real. Daca definim

u(t) := t(1 + at)−ℓ,

deducem ca
u(s(t)) = t

adicas este inversa functionala a serieiu. Putem scrie

s = s1t + s2t
2 + · · · ,

iar formula de inversiune a lui Lagrange ne spune ca

sn =
1

n
[tn−1](1 + at)nℓ.

Dacaℓ > 0, atunci deducem din formula binomului lui Newton ca

sn =
1

n

(
nℓ

n− 1

)

an−1 =
1

nℓ + 1

(
nℓ + 1

n

)

an−1. (4.6)

Dacaℓ < 0, atunci din egalitatea (1.3) deducem

(1 + at)−n|ℓ| =
∑

m≥0

(−1)m
(

m + n|ℓ| − 1

m

)

amtm,
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si prin urmare

sn =
1

n

(
n + n|ℓ| − 2

n− 1

)

(−a)n−1 =
1

n(|ℓ|+ 1)− 1

(
n(|ℓ|+ 1)− 1

n

)

(−a)n−1 (4.7)

⊓⊔

Exemplul 4.14. Seria de puteri

u(t) = t−
1

1!
t2 +

1

2!
t3 −

1

3!
t4 + · · · = te−t

este inversabila. Inversa ei este seria formala

r(t) = r1t + r2t
2 + · · · ,

unde

rn =
1

n
[tn−1]ent =

nn−1

n!
.

Exemplul acesta este foarte interesant din cauza ca seriau(t) apare in combinatorica in problema
numararii arborilor, adica a grafurilor conexe care nu au cicluri. ⊓⊔

Exemplul 4.15 (Numerele lui Catalan). Pentru orice intregn ≥ 1 vom nota cuCn numarul de
posibilitati de descompunere a unui polygon convex cun + 2 varfuri etichetate, in n triunghiuri, cu
ajutorul cu ajutorul a(n − 1) diagonale care nu se intersecteaza. Astfel de triangulari le vom numi
triangulari simple. NumereleCn se numesc numerele lui Catalan. Figura2 arata caC1 = 1 si
C2 = 2.

1
1

2
2

1

2
3

33

4 4

FIGURE 2. Triangulari ale unui polygon convex cu ajutorul diagonalelor.

Sa construim functia generatoare

C(t) = C1t + C2t
2 + · · · .

Dorim sa gasim o relatie de recurenta pentru numerele lui Catalan pe care sa o putem exprima in
termeni de functii generatoare. Vom nota cardinalul unei multimi A cu |A|.
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0 0

1

(n+2) (n+2)

τ τ

τ
k

∆
∆

v =

FIGURE 3. Triunghiul ∆τ .

Fixam n ≥ 2. NumarulCn+1 este numarul de triangulari simple ale uni poligon convexP cu
(n + 3) varfuri 0, 1, . . . , (n + 2). Notam cuT multimea acestor triangulari. Pentru orice triangulare
τ ∈ T, latura[0, (n + 2)] a poligonuluiP apartine exact unui singur triunghi al triangulariiτ . Notam
acest triunghi cu∆τ , iar cuvτ varful lui ∆τ diferit de0 si (n + 2); vezi Figura3. Este evident ca

vτ ∈ {1, 2, . . . , n + 1}.

Pentru oricek ∈ {1, 2, . . . , n + 1} notam

Tk :=
{
τ ∈ T; vτ = k, }.

Are loc egalitatea

|T| =
n+1∑

k=2

|Tk|.

Distingem doua cazuri.

Cazul 1. k = 1, (n+1). Fieτ ∈ Tk. In acest caz tringhiul∆τ are o singura latura care este diagonala
a lui P. Aceasta diagonala imparteP in doua parti: triunghiul∆τ si un poligon cu(n + 2) varfuri.
Deducem ca

|Tk| = Cn, k = 1, (n + 1).

Cazul 2. 2 ≤ k ≤ n. In acest caz, diagonalele[0, k] si [k, (n + 2)] impart P in doua poligoane
convexe: un poligonP′ cu(k+1) varfuri,0, . . . , k, si un poligonP′′ cu(n+3−k) varfuri,k, . . . , (n+
2). Rezulta ca

|Tk| = Ck−1Cn+1−k.

Deducem din discutia de mai sus ca

Cn+1 = 2Cn +

n∑

k=2

Ck−1Cn+1−k = 2Cn +

n−1∑

j=1

CjCn−j, ∀n ≥ 2.

Inmultind egalitatea de mai sus cutn+1, si apoi sumand dupan ≥ 2 deducem identitatea

∑

n≥2

Cn+1t
n+1 = 2t

∑

n≥2

Cntn + t
∑

n≥2

(n−1∑

j=1

CjCn−j

)

tn,

pe care o putem rescrie

C(t)− t− 2t2 = C(t)− C1t− C2t
2 = 2t

(
C(t)− C1t

)
+ tC(t)2

=⇒ C(t)− t = 2tC(t) + tC(t)2 =⇒ C(t) = t
(
1 + C(t)

)2
.
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Suntem exact in situatia descrisa in Exemplul4.13, cazulℓ = 2, a = 1. Deducem din (4.6)

Cn =
1

2n + 1

(
2n + 1

n

)

=
1

n + 1

(
2n

n

)

.

⊓⊔

Drum pe sub diagonala

Drum pe deasupra diagonalei

FIGURE 4. Drumuri laticiale.

Exerciţiul 4.16. Fie P si Q doua puncte laticiale in plan, adicaP,Q ∈ Z
2. Un drum laticial de

lungimen de laP la Q este un sir de puncte

P0, P1, . . . , Pn ∈ Z
2

cu urmatoarele proprietati.

• P0 = P , Pn = Q.
• Pentru oricek = 1, . . . , n, avem fiePk = Pk−1 + (1, 0), fie Pk = Pk−1 + (0, 1).

Cu alte cuvinte de-a lungul unui drum, pasii au lungime1 si sunt indreptati fie catre Est, fie catre
Nord. Sa notam cuT (Q,P ) numarul de drumuri laticiale de laP la Q care nu trec deasupra diago-
naleiy = x (vezi Figura4). Aratati ca daca

P = (0, 0), Q = (n, n)

aratati ca

T (Q,P ) = Cn =
1

n + 1

(
2n

n

)

. ⊓⊔

5. SIRURI DE POLINOAME

In aceasta sectiune initiem descrierea unui formalism modern care se ascunde in spatele multor
probleme din combinatorica. Intr-o forma sau alta, aceste trucuri erau cunoscute marilor clasici ca
Euler, Lagrange, Gauss, Cauchy. In cele ce urmeaza vom conveni ca gradul polinomului trivialp = 0
este−∞.

Definiţia 5.1. (a) Un sir bazic de polinoameeste un sir de polinoamepn(x) ∈ R[x], n ≥ 0 cu
proprietatea ca

grad pn(x) = n, ∀n ≥ 0.

Sirul bazic se numestenormalizatdacap0(x) = 1, pn(0) = 0, ∀n ≥ 1.
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(b) Unsir binomialeste un sir bazic normalizat{pn(x)}n≥0 cu proprietatea ca

pn(x + y) =

n∑

k=0

(
n

k

)

pk(x)pn−k(y), ∀n ≥ 0, x, y ∈ R. (5.1)

(c) Dat fiind un sir basic{pn(x)}, definim functia lui generatoare prin

Px(t) := Fgexp(pn(x); t) =
∑

n≥0

pn(x)tn

n!
.

Aceasta serie poate fi gandita in doua moduri: fie ca o serie de puteri ai carui coeficieti sunt polinoame,
fie ca o familie de serii de puteri parametrizata de variabilax. ⊓⊔

Exemplul 5.2. (a) Formula binomului lui Newton ne spune ca sirul de polinoame 1, x, x2, . . . este
un sir binomial. Functia lui generatoare este

1 +
1

1!
xt +

1

2!
(xt)2 + · · · = etx.

(b) Sa presupunem cag(t) ∈ R[[t]] este o serief -nversabila,

g(t) = g1t + g2t
2 + · · · , g1 6= 0.

Pentrux ∈ R fixat formam seria formala

Gx(t) := exg(t).

Atunci Gx(t) admite o dezvoltare de forma

Gx(t) = p0(x) +
p1(x)

1!
t +

p2(x)

2!
t2 + · · · ,

unde{pn(x)}n≥0 este un sir basic normalizat.
Sa observam ca

Gx(t)Gy(t) = e(x+y)t =
∑

n≥0

pn(x + y)

n!
tn

Pe de alta parte

Gx(t)Gy(t) =
(∑

k≥0

pk(x)

k!
tk
)

·
(∑

j≥0

pj(y)

j!
tj
)

=
∑

n≥0

(
n∑

k=0

pk(x)pn−k(y

k!(n − k)!

)

tn =
∑

n≥0

(
∑

k+j=n

(
n

k

)

pk(x)pn−k(y)

)

tn

n!
.

Rezulta ca sirul de polinoame{pn(x)} este un sir binomial. Sa observam ca situatia (b) contine ca un
caz special situatia (a). Pentru a vedea acest lucru consideram seria

Mx(t) =
∑

n≥0

xn tn

n!
= ext.

Rezulta ca daca alegemg(t) de forma cea mai simpla posibila,g(t) = t, obtinem sirul binomial
fundamental{xn}n≥0.
(c) Pentru oricen ≥ 1 definim

[x]n := x(x− 1) · · · (x− n + 1).

Pentru uniformitate definim[x]0 = 1. Sa observam ca sirul{[x]n} este un sir bazic normalizat. Vom
arata prin doua metode diferite ca sirul[x]n este un sir binomial.
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Prima metoda este prin inductie. Trebuie sa demonstram identitatea

[x + y]n =

n∑

k=0

(
n

k

)

[x]n−k[y]k,∀x, y ∈ R,∀n ∈ Z≥0.

Daca fixamx arbitrar, este suficient sa demonstram ca aceasta identitate este valabila pentru oricey
intreg nenegativ. Vom arata prininductie dupay ca identitatea de mai sus este valabila pentru orice
n.

Candy = 0 afirmatia este triviala. Pentru pasul inductiv sa observam ca pentru orice numar realz

are loc identitatea
[z + 1]n − [z]n = n[z]n−1, ∀n ≥ 1.

Prin urmare,

[x + (y + 1)]n = [x + y]n + n[x + y]n−1 =
n∑

k=0

(
n

k

)

[x]n−k[y]k + n

n∑

k=1

(
n− 1

k

)

[x]n−k[y]k−1

=

n∑

k=0

(
n

k

)

[x]n−k[y]k +

n∑

k=1

k

(
n

k

)

[x]n−k[y]k−1 =

n∑

k=0

(
n

k

)

[x]n−k

(
[y]k + k[y]k−1

)

=
n∑

k=0

(
n

k

)

[x]n−k[y + 1]k.

Cealalta metoda de demonstratie foloseste functia generatoare a acestui sir

Sx(t) =
∑

n≥0

[x]n
tn

n!
.

Conform Exercitiului1.10, pentrux fixat, seriaSx(t) este convergenta cand|t| < 1, iar suma ei este
functiat 7→ (1 + t)x. Daca scriem

(1 + t)x = ex log(1+t)

observam ca ne aflam exact in situatia descrisa in exemplul (b) unde

g(t) = log(1 + t) = t +
t2

2
+

t3

3
+ · · · .

Aceasta arata din nou ca sirul{[x]n} este binomial. ⊓⊔

Exemplul5.2(b) ne arata ca dacaFgexp(pn(x); t) are forma

Px(t) = exs(t), s(t) ∈ R[[t]], s(t) = O(1), [t1]s(t) 6= 0

atunci sirul{pn(x)} este binomial. In cele ce urmeaza, dorim sa producem alte criterii de recunoastere
ale sirurilor binomiale.

Definiţia 5.3. Un operator admisibileste o aplicatie

L : R[x]→ R[x], R[x] ∋ p 7−→ Lp

care satisface urmatoarele conditii.

• L este liniar, adica,

L(λp + µq) = λLp + µLq, ∀λ, µ ∈ R, p, q ∈ R[x].

• grad Lp ≤ grad p, ∀p ∈ R[x].
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(b) Unoperator diferentialeste un operator admisibilL care satisface conditiile

L1 = 0, grad Lp = grad p− 1, ∀p ∈ R[x], grad p > 0. ⊓⊔

Vom nota cuOp multimea operatorilor admisibili si cuDiffOp multimea operatorilor diferentiali.
Compunerea a doi operatori admisibiliS, T este un operator admisibilS ◦ T . Pentru a simplifica
notatia, vom scrieST in loc deS ◦ T . De asemenea, vom folosi notatia

Sk := S ◦ S ◦ · · · ◦ S
︸ ︷︷ ︸

k

.

Definim
Op∗ :=

{
T ∈ Op∗ : grad Tp = grad p, ∀p ∈ R[x]

}
.

Exemplul 5.4. (a) Operatorul

Dx : R[x]→ R[x], Dxp =
dp

dx

este un operator diferential.
(b) Operatorul

∆ : R[x]→ R[x], (∆p)(x) = p(x + 1)− p(x)

este operator diferential.
(c) Pentru un numar realh definimEh : R[x]→ R[x] prin egalitatea

(Ehp)(x) = p(x + h).

Eh este un operator admisibil numitoperatorul de translatie cuh. Sa observam ca

∆ = E1 − 1,

unde1 este aplicatia identicaR[x]→ R[x].
(d) Operatorul lui Bernoulli

B : R[x]→ R[x], p 7−→

∫ x+1

x
p(t)dt

este un operator admisibil care pastreaza gradul, adicaB ∈ Op∗.
(e) Dat fiind un operator diferentialL, si o serie formala de puteri

u(t) =
∑

n≥0

untn,

putem forma operatorul admisibil

u(L) =
∑

n≥0

unL
n,

a carui actiune pe un polinomp este data de

u(L)p = u0p + u1Lp + · · ·+ unL
np + · · · .

Sa observam casuma de mai sus este finitapentru caLnp = 0, pentru oricen > grad p. De exemplu,
are loc egalitatea

Eh = ehDx . (5.2)

Pentru a vedea acest lucru, folosim formula lui Taylor care spune ca

(Ehp)(x) = p(x + h) =
∑

n≥0

hn

n!
p(n)(x) =

∑

n≥0

hn

n!
(Dn

xp)(x) =
(∑

n≥0

hn

n!
Dn

x

)

p(x).
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In particular, rezulta ca
∆ = eDx − 1. (5.3)

⊓⊔

Exerciţiul 5.5. Aratati ca dacaL ∈ DiffOp, iar u, v ∈ R[[t]], atunci

u(L)v(L) = (u · v)(L) si u(L) = 0⇐⇒ u = 0. ⊓⊔

Propoziţia 5.6. Orice operatorT ∈ Op∗ este inversabil, iar inversul lui este un operator admisibil
care pastreaza gradul.

Demonstraţie.Sa observam mai intai caT este injectiv. Intr-adevar, dacaTp = Tq atunci

T(p− q) = 0 =⇒ grad(p− q) = grad 0 = −∞ =⇒ p− q = 0.

Sa notam cuR[x]n multimea polinoamelor de grad≤ n. Este clar ca

T : R[x]n ⊂ R[x]n,

si vom arata ca aplicatiaT : R[x]n ⊂ R[x]n este surjectiva.
Consideram matriceaA = (aij)0,≤i,j≤n definita de egalitatile

Txj =

n∑

i=0

aijx
i, j = 0, . . . , n.

Sa observam ca daca
q(x) = q0 + q1x + · · ·+ qnx,

atunci
Tq = p0 + · · ·+ pnxn,

unde 






p0

p1
...

pn








= A ·








q0

q1
...

qn








. (5.4)

Privim egalitatea (5.4) ca pe un sistem liniar, in care necunoscutele sunt coeficientii qi. A rezolva
ecuatia

Tq = p, p ∈ R[x]n

in care necunoscuta este polinomulq ∈ R[x]n, revine la a rezolva sistemul liniar (5.4). DeoareceT
este injectiv, deducem ca sistemul de mai sus in carepj = 0 are doar solutia trivialaqi = 0. Rezulta
cadetA 6= 0, adica matriceaA este inversabila. Rezulta ca pentru orice polinomp ∈ R[x]n exista
un singur polinomq ∈ R[x]n astfel incatTq = p. ⊓⊔

Exemplul 5.7. (a) Operatorul de translatieEh pastreaza gradul,Eh ∈ Op∗. Prin urmare este bijectiv.
Inversul lui este operatorulE−h.
(b) Operatorul lui Bernoulli pastreaza gradul si prin urmare este inversabil. Sa observam caDxB =
∆, si deci putem scrie,formal

B = ∆D−1.

Egalitatea de mai sus ar trebui pusa intre ghilimele fiindca operatorul de derivareD nu este inversabil.
⊓⊔
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Sa presupunem ca{pn(x)} este un sir bazic. Acestui sir ii asociem o aplicatie

R = R{pn} : R[x]→ R[x], R
(
a0 + a1x + · · ·+ anxn

)
= a0p0 + a1p1(x) + · · ·+ anpn(x).

Este evident caR este un operator admisibil. Il vom numireperulasociat sirului bazic{pn(x)}. Sa
observam ca

R(xn) = pn(x), ∀n ≥ 0,

si prin urmare
grad Rq = grad q, ∀q ∈ R[x], q 6= 0. (5.5)

Rezulta caR ∈ Op∗. Folosind Propozitia5.6deducem urmatorul rezultat.

Corolarul 5.8. ReperulR asociat unui sir basic{pn(x)}n≥0 este bijectiv, iar inversul lui este un
operator admisibilR−1 care satisface conditiile

R
−1pn = xn, ∀n ≥ 0,

grad R
−1q = grad q, ∀q ∈ R[x]. (5.6)

⊓⊔

Corolarul 5.9. Fie {pn} un sir basic. Orice polinomq de gradn se descompune unic sub forma

q(x) = q0p0(x) + q1p1(x) + · · ·+ qnpn(x), ∀x ∈ R,

undeq0, . . . , qn sunt numere reale.

Demonstraţie. PolinomulRq(x) admite o descompunere unica de forma

Rq(x) =

n∑

k=0

qkx
k.

Prin urmare

q(x) = R
−1(Rq(x) ) =

n∑

k=0

qk(Rxk) =

n∑

k=0

qkpk(x). ⊓⊔

Sa presupunem cap = {pn(x)} si q = {qn(x)} sunt doua siruri bazice cu repereRp si respectiv
Rq. Atunci avem un operator liniar

Tq/p : R[x]→ R[x], Tp/q := RpR
−1
q

Sa observam ca
Tq/ppn = Rq((R

−1
p pn) = Rq(x

n) = qn.

Vom spune cTq/p este operatorul de tranzitie de lap la q. Acestui operator ii asociem matricea infinita

A(q, p) = (aij)0≤i,j

definita de egalitatile

qj =

i∑

j=0

aijpi

Aceasta este o matrice triunghiulara superior, adica are forma

A =










a00 a01 a02 · · · · · ·
0 a11 a12 · · · · · ·
0 0 a22 · · · · · ·
0 0 0 a33 · · ·
...

...
...

...
. . .










.
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Vom spune caA(q, p) estematricea tranzitieide lap la q. Aceasta matrice este inversabila, iar inversa
ei este matricea tranzitiei de laq la p. Sa observam ca operatorul reper asociat sirului{pn} este exact
operatorul de tranzitie de la sirul canonic{xn} la sirul {pn(x)}.

Exemplul 5.10. (a) Sa consideram sirurile bazice
{

pn(x) = (x − 1)n
}

si
{

qn(x) = xn
}

. Din
formula binomului lui Newton deducem

xn =
(
1 + (x− 1)

)n
=

n∑

m=0

(
n

m

)

(x− 1)m

si deducem ca matricea tranzitiei de lap la q este data de

A =
















(0
0

) (1
0

) (2
0

)
· · · · · ·

0
(1
1

) (2
1

)
· · · · · ·

0 0
(2
2

)
· · · · · ·

0 0 0
(3
3

)
· · ·

...
...

...
...

. . .
















Recunoastem mai sus triunghiul lui Pascal.
Un sir de numere reale se poate gandi ca o matrice infinita cu o sigura linie

X = [x0, x1 · · · ]

ProdususlY = XA este o matrice infinita cu o singura linie

Y = [y0, y1, · · · ],

unde

yn =

n∑

k=0

(
n

k

)

xk, ∀n ≥ 0.

Pentru a calcula matricea inversa a luiA folosim din nou formula lui Newton

(x− 1)n =
n∑

k=0

(−1)n−k

(
n

k

)

xk

si deducem ca matricea inversa a luiA este

B = A−1 =
















(
0
0

)
−
(
1
0

) (
2
0

)
−
(
3
0

)
· · ·

0
(1
1

)
−
(2
1

) (3
1

)
· · ·

0 0
(
2
2

)
−
(
3
2

)
· · ·

0 0 0
(3
3

)
· · ·

...
...

...
...

. . .
















Rezulta ca

X = (XA)A−1 = Y B,
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si deci

xn =

n∑

k=0

(−1)n−k

(
n

k

)

yk. ⊓⊔

Rezulta de aiciformula de inversiune binomiala(comparati cu Exercitiul3.5(b).)

yn =

n∑

k=0

(
n

k

)

xk, ∀n ≥ 0⇐⇒ xn =

n∑

k=0

(−1)n−k

(
n

k

)

yk, ∀n ≥ 0. (5.7)

⊓⊔

Exerciţiul 5.11. Consideram doua siruri de numere reale{xn}n≥0 si {yn}n≥0. Formam seriilor lor
generatoare de tip exponential

x(t) =
∑

n≥0

xn
tn

n!
, y(t) =

∑

n≥0

yn
tn

n!
.

Aratati ca

yn =

n∑

k=0

(
n

k

)

xk, ∀n ≥ 0⇐⇒ y(t) = etx(t)

si deduceti de aici formula de inversiune binomiala. ⊓⊔

Definiţia 5.12. Dat fiind un sir bazic{ pn(x) } cu reperR, definim

L : R[x]→ R[x], L := RDxR
−1

si il vom numioperatorul fundamentalal sirului {pn(x)}. ⊓⊔

Propoziţia 5.13. Fie un sir basic normalizat{pn(x)} cu operator fundamentalL. Atunci au loc
urmatoarele.

(a) L este un operator diferential care satisface

Lpn = npn−1, ∀n ≥ 1. (5.8)

(b) DacaL este un operator diferential care satisface (5.8), atunciL = L.

Demonstraţie. (a) Fiep un polinom de gradn. Atunci

L(p) = RDx(R−1p).

Din (5.6) deducem cagrad R−1p = n, si prin urmare,

grad Dx(R−1p) = n− 1.

Folosind (5.5) deducem ca

grad Lp = grad RDx(R−1p) = (n− 1)

care arata caL este operator diferential. Sa observam acum ca

Lpn = RDx(R−1pn) = RDx)(x
n) = nRxn−1 = npn−1(x).

(b) FieL un operator diferential care satisface (5.8). DefinimS = R−1LR. Atunci

Sxn = R
−1(Lpn) = R

−1(npn−1) = nxn−1.

Aceasta arata ca
Sq = Dxq, ∀q ∈ R[x].
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Cu alte cuvinte
R
−1LR = Dx =⇒ L = RDxR

−1 = L. ⊓⊔.

Exemplul 5.14. Operatorul fundamental al sirului{xn} este operatorul obisnuit de derivareDx.
Deoarece

∆[x]n = [x + 1]n − [x]n = n[x]n−1,

deducem ca operatorul fundamental al sirului{[x]n} este∆. ⊓⊔

Propoziţia 5.15. Orice operator diferentialL este operatorul fundamental al unuiunic sir bazic
normalizat.

Demonstraţie. Vom construi inductiv un astfel de sir. Unicitatea va rezulta imediat din metoda
de constructie. Vrem sa construim un sir bazic normalizat{pn(x)}n≥0, astfel incatLpn = npn−1,
∀n ≥ 1.

p0 este unic determinat pentru cap0 = 1. Presupunem ca am determinatp0, . . . , pn−1, si dorim
sa-l gasim pepn. Observam cap0, p1, . . . , pn−1 formeaza o baza a spatiuluiR[x]n−1 constand din
polinoame de grad≤ n− 1. Cautampn sub forma

pn(x) = axn + cn−1pn−1(x) + · · ·+ c1p1(x) + c0.

Deoarece dorim capn(0) = 0, si deja stim capk(0) = 0, ∀1 ≤ k ≤ n − 1, deducem cac0 = 0.
PolinomulL(xn) are graduln− 1, si deci admite o descompunere de forma

L(xn) = ℓ0 + ℓ1p1(x) + · · ·+ ℓn−1pn−1(x), ℓn−1 6= 0.

Coeficientii ℓi trebuiesc ganditi ca fiid cunoscuti, pentru ca operatorulL este cunoscut. Dorim sa
determinam numarula si coeficentiick in functie de numereleℓi. Deducem ca

npn−1(x) = Lpn(x) = aL(xn) +
n−1∑

k=1

kckpk−1(x)

= aℓn−1pn−1(x) +
n−1∑

k=1

(aℓk−1 + kck)pk−1(x)

Rezulta

a =
n

ℓn−1
, ck = −

aℓk−1

k
= −

nℓk−1

kℓn−1
, ∀k = 1, . . . , n− 1. ⊓⊔

Propozitiile5.13si 5.15implica existenta unei bijectii

operatori diferentiali←→ siruri bazicenormalizate.

Aceasta bijectie va juca un rol fundamental in cele ce urmeaza.
Sa consideram un sir bazicnormalizat{pn(x)} cu operatorul de referintaR si operator fundamen-

tal L. Sa observam ca
L

kpm = [m]kpm−k, ∀0 < k ≤ n.

In particular, deducem ca

(Lkpm)x=0 =

{

n! k = m

0 k 6= m.

Prin urmare

pm(x) =
∑

k≥0

(Lkpm)x=0

k!
pk(x).
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Daca inmultim egalitatea de mai sus cu o constantaqm, si apoi sumam dupam = 0, . . . , n obtinem

q0p0(x) + · · ·+ qnpn(x) =
∑

k≥0

(
L

k(q0p0(x) + · · ·+ qnpn(x))
)

x=0

k!
pk(x).

Sa notam

q(x) := q0p0(x) + · · · + qnpn(x).

Deducem
∑

k≥0

qkpk(x) = q(x) =
∑

k≥0

(
L

kq(x)
)

x=0

k!
pk(x).

Din Corolarul5.9deducem ca

qk =

(
L

kq(x)
)

x=0

k!
.

Corolarul 5.16. Fie {pn(x)} un sir bazic normalizat cu operatorul fundamentalL. Atunci pentru
orice polinomq(x) de gradn are loc descompunerea

q(x) =
n∑

k=0

Ak(q)pk(x), Ak(q) :=
1

k!

(
L

kq
)

x=0
pk.

In particular, dacaq = {qn(x)} este un sir bazic, atunci matricea de tranzitie de lap la q este
descrisa de numerele

akn = Ak(qn) =
1

k!

(
L

kqn

)

x=0
. ⊓⊔

Rezultatul de mai sus pune in evidenta o aplicatie

S : R[x]→ R, p(x) = p(0).

Aceasta aplicatie se numesteaplicatia de specializare in0. Mai general, pentru oricea ∈ R definim

Sa : R[x]→ R, Sap := p(a), ∀p ∈ R[x].

Sa se numesteaplicatia de specializare ina. Concluzia Corolarului5.16se poate rescrie

q(x) =
∑

k≥0

1

k!
S(Lkq)pk(x), ∀q ∈ R[x] (5.9)

Remarca5.17. Putem folosi ultima egalitate pentru a reformula constructia sirul bazic normalizat
{pn} asociat unui operator diferentialL descrisa in Propozitia5.15. Mai exact, avem

p0 = 1,

si folosind (5.9) deducem formula inductiva

1

(n + 1)!
SL

n+1(xn+1)pn+1(x) = xn+1 −
n∑

k=0

1

k!
SL

k(xn+1)pk(x)

Reamintim ca expresiileSL
k(xk) sunt numere reale care se obtin calculand valoarea inx = 0 a

polinomuluiLk(xn+1 care are graduln + 1− k. ⊓⊔
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Exemplul 5.18(Numerele Stirling de tipul 2). Sa consideram sirul bazic normalizat{[x]n}. Atunci,
pentru orice intreg nenegativ are loc o descompunere

xn =
n∑

k=0

Sk,n[x]k, ∀x ∈ R.

Numerele

(Sk,n) =
1

n!
(

dk

dxk
[x]n)x=0

se numescnumerele Stirling de tipul2. Matricea

S = (Sk,n)0≤k,n

este matricea tranzitiei de la sirul bazic{[x]n} la sirul bazic{xn}.
Numere Stirling de tipul2 sunt numereintregi pozitivecare au o interpretare combinatorica foarte

interesanta.
Sa consideram o multime finitaN de cardinal|N | = n, si o multime finitaR de cardinal|R| = r.

Notam cuRN multimea tuturor functiilorf : N → R. Dupa cum este bine cunoscut,|RN | = rn.
Pentru orice submultimeK ⊂ R notam cuSur(N,K) multimeasurjectiilor N → K. Cardinalul
multimii Sur(N,K) depinde doar de cardinaluln a lui N si de cardinalulk a multimii K. Sa notam

ck,n := |Sur(N,K)|, n := |N |, k := |K|.

Vrem sa aratam cack,n = k!Sk,n. Intr-adevar avem

rn = |RN | =
∑

K⊂R

|Sur(N,K)| =
n∑

k=0

∑

K⊂R, k=|K|

ck,n =
n∑

k=0

(
r

k

)

ck,n =
n∑

k=0

[r]k
k!

ck,n.

Prin urmare, au loc egalitatile
n∑

k=0

Sk,n[r]k = rn =
n∑

k=0

ck,n

k!
[r]k, ∀n, r ∈ Z, n, r ≥ 1.

De aici rezulta egalitateak!Sk,n = |Sur(N,K)|, n = |N |, k = |K|. Acum putem oferi o interpretare
combinatorica a numerelorSk,n.

Sa presupunem ca avemn bile diferitesi vrem sa le distribuim ink cutii identiceastfel incat fiecare
cutie contine cel putin o bila. Afirmam ca numarul acestor distributii este exactSk,n.

Etichetam bilele cu numere{1, 2, . . . , n} si cutiile cu numere{1, 2, . . . , k}. Sa observam ca
fiecarei surjectii

f : {1, 2, . . . , n} → {1, . . . , k}

ii corespunde o distributie de bile proprietatile dorite: bila i se duce in cutiaf(i). Pe de alta parte,
doua surjectii

f, g : {1, 2, . . . , n} → {1, . . . , k}

conduc la aceeasi distributie de bile daca putem obtineg din f printr-o re-etichetare a cutiilor, adica
daca exista o permutare

λ : {1, 2 . . . , }k → {1, 2 . . . , k},

astfel incat,g = λ ◦ f . Deoarece existak! re-etichetari, deducem ca numar de distributii an bile
distinctein k cutii identiceastfel incat nici o cutie sa nu fie goala, este egal cu

1

k!
|Sur(N,K)| = Sk,n, n = |N |, k = |K|. ⊓⊔
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Exerciţiul 5.19. Folosind formula de inversiune binomiala (5.7) aratati ca numerele Stirling de tipul
2 satisfac egalitatea

Sn,k =
1

k!

n∑

j=0

(−1)k−j

(
k

j

)

jn. ⊓⊔

Exerciţiul 5.20. Sa formam serille formale de puteri

Sk(t) =
∑

n≥k

Sk,n

n!
tn, k ≥ 1.

(a) Folosind definitia combinatorica a numerelor Stirling de tipul 2 aratati ca

Sk,n = kSk,n−1 + Sk−1,n−1

si apoi deduceti ca

Sk(t) =
1

k!
(et − 1), ∀k ≥ 1.

(b) Demonstrati egalitatea de mai sus folosind functia generatoare a sirului binomial{[x]n}n≥0. ⊓⊔

6. OPERATORI INVARIANTI LA TRANSLATII

In aceasta sectiune vom investiga legatura stransa dintre sirurile binomiale si o clasa speciala de
operatori diferentiali.

Definiţia 6.1. Un operator admisibilT ∈ Op se numesteinvariant la translatiidaca

EhT = TEh, ∀h ∈ R,

unde reamintim caEh este operatorul de translatie

(Ehp)(x) = p(x + h), ∀p ∈ R[x].

Vom nota cuOpinv multimea operatorilor admisibili invarianti la translatii, iar cu DiffOpinv mu-
timea operatorilor diferentiali invarianti la translatii. ⊓⊔

Sa analizam putin conditia de invarianţă la translatii. DacaT ∈ Op, iar p ∈ R[x]], atunci pentru
orice numar realh deducem din formula lui Taylor ca

(Ehp)(x) = p(x + h) =
∑

n≥0

hn

n!
Dxp(x),

si prin urmare

(TEhp)(x) =
∑

n≥0

hn

n!
T (Dn

xp)(x).

In mod asemanator deducem

(EhTp)(x) =
∑

n≥0

hn

n!
Dn

x(Tp)(x).

Rezulta caT este invariant la translatii daca si numai daca
∑

n≥0

hn

n!
T (Dn

xp)(x) =
∑

n≥0

hn

n!
Dn

x(Tp)(x), ∀h ∈ R, p ∈ R[x]. (6.1)

Din egalitatea de mai sus deducem ca daca operatorulT comuta cuDx, i.e.,TDx = DxT , atunciT
este invariant la translatii.
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Exemplul 6.2. OperatoriiDx, ∆ sunt operatori diferentiali invarianti la translatii. Operatorul Bernoulli
B este de asemenea un operator invaraint la translatii. ⊓⊔

Exerciţiul 6.3. (a) Aratati ca dacaS, T ∈ Opinv iar c ∈ R atuncicS, S + T, ST ∈ Opinv.
Deduceti ca multimeaOpinv cu operatiile de adunare si compunere este un inel cu unitate.
(b) Aratati ca dacaL ∈ DiffOpinv atunci pentru orice serie formalau(t) = u0 + u1t + · · · ∈ R[[t]]
operatorul admisibilu(L) este invariant la translatii. In particular, operatorii deforma u(Dx) sunt
invarianti la translatii.
(c) Aratati caT ∈ Op este invariant la translatii daca si numai dacaT comuta cuD. (Indicatie:
Folositi identitateaDxp = limh→0

1
h(Eh − 1)p, ∀p ∈ R[x].)

Urmatorul rezultat arata de ce suntem interesati in operatori invarianti la translatii.

Teorema 6.4. Sa presupunem ca{pn(x)} este un sir bazic normalizat cu operator fundamentalL.
Atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente.
(a) L este invariant la translatii.
(b) {pn(x)} este sir binomial.

Demonstraţie. (a)=⇒ (b).

pn(x + y) =

n∑

k=0

(
n

k

)

pk(x)pn−k(y), ∀n ≥ 0, x, y ∈ R.

Sa observam ca
pn(x + y) = (Eypn)(x).

Acum folosim identitatea (5.9) in careq(x) = (Eypn)(x) si deducem

pn(x + y) = (Eypn)(x) =
∑

k≥0

1

k!
S(LkEypn)pk(x)

DeoareceL este invariant la translatii, deducem caL
kEy = EyL

k, si prin urmare

pn(x + y) =
∑

k≥0

1

k!
S(EyL

kpn)pk(x).

Reamintindu-ne caL este operatorul fundamental al sirului{pn(x)}, deducem ca

L
kpn = [n]kpn−k.

Pe de alta parte, pentru orice polinomp are loc egalitatea

S(Eyp) = Syp = p(y).

Deducem

pn(x + y) =
∑

k≥0

[n]k
k!

(Sypn−k)pk(x) =
∑

k≥0

(
n

k

)

pk(x)pn−k(y).

(b) =⇒ (a). Stim deci ca{pn} este un sir binomial si trebuie sa aratam ca pentru orice polinomq are
loc egalitatea

EyLq = LEyq, ∀y ∈ R (6.2)

Deoarece orice polinomq se scrie ca o combinatie liniara in polinoamlepn,

q(x) =
∑

n≥0

qnpn(x), n ∈ R
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este suficient sa verificam egalitatea (6.2) doar in cazul special candq(x) este egal cu unul din poli-
noamle bazicepn(x). In acest caz avem

(EyLpn)(x) = n(Eypn−1)(x) = npn−1(x + y) = n

n−1∑

k=0

(
n− 1

k

)

pk(x)pk(y)

Pe de alta parte,

(Eypn)(x) = pn(x + y) =
n∑

k=0

(
n

k

)

pk(x)pn−k(y)

In egalitatea de mai susy este fixat, iar numerelepn−k(y) trebuiesc gandite ca fiind constante. De-
ducem

(LEypn)(x) =

n∑

k=0

(
n

k

)

pn−k(y)(Lpk)(x) =

n∑

k=0

k

(
n

k

)

pn−k(y)pk−1(x).

= n

n∑

k=1

(
n− 1

k − 1

)

pk−1(x)pn−k(y)n
n−1∑

k=0

(
n− 1

k

)

pk(x)pk(y) = (EyLpn)(x). ⊓⊔

Sa presupunem caL este un operator diferential invariant la translatii, iar{pn(x)}n≥0 este sirul
basic asociat. Atunci{pn} este sir binomial si prin urmare satisface egalitatile

pn(x + h) =
∑

k≥0

(
n

k

)

pn−k(x)pk(h) =
∑

k≥0

1

k!
(Lkpn)(x)pk(h).

Daca fixamh putem rescrie egalitatea de mai sus sub forma

Ehpn =
∑

k≥0

pk(h)

k!
L

kpn, ∀n ≥ 0, .

Orice polinomp se scrie ca o combinatie liniarafinita

p =
∑

n≥0

cnpn.

Deducem

Ehp = Eh

∑

n≥0

cnpn =
∑

n≥0

cnEhpn =
∑

n≥0

cn

(∑

k≥0

pk(h)

k!
L

kpn

)

=
∑

k≥0

pk(h)

k!
L

k
(∑

n≥0

cnpn

)

=
∑

k≥0

pk(h)

k!
L

kp.

Am obtinut astfel urmatorul rezultat.

Propoziţia 6.5(Formula lui Taylor generalizata). Sa presupunem caL este un operator diferential
invariant la translatii iar{pn(x)} este sirul binomial asociat luiL. Atunci are loc egalitatea

Ehp =
∑

k≥0

pk(h)

k!
L

kp, ∀p ∈ R[x]. ⊓⊔

Sa presupunem caL ∈ DiffOpinv. Exercitiul 6.3 arata ca operatorii de formau(L), u ∈ R[[t]],
sunt operatori admisibili invarianti la translatii. Rezultatul care urmeaza va arata ca acestia sunttoti
operatorii admisibili invarianti la translatii.
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Teorema 6.6.Fie L ∈ DiffOpinv. Aplicatia

QL : R[[t]]→ Opinv, R[[t]] ∋ u 7→ QLu = u(L) ∈ Opinv

este un izomorphism de inele.

Demonstraţie. Exercitiul 5.5 arata caQL este unmorphism injectivde inele. Vom arata ca este un
morphismsurjectiv. Reamintim caS : R[x] → R este aplicatia de specializare in0, Sp = p(0).
Notam cu{ℓn(x)} sirul binomial asociat luiL.

Sa presupunem caU ∈ Opinv. Formam sirul de numere reale

un := SUℓn = (Uℓn)x=0.

Notam cuu(t) functia generatoare de tip exponential a acestui sir,

u(t) := Fgexp(un; t) =
∑

n≥0

un

n!
tn.

Vom arata ca

U =
∑

n≥0

un

n!
Ln =

∑

n≥0

(Uℓn)x=0

n!
Ln. (6.3)

Sa notamT operatorul din partea dreapta a egalitatii de mai sus. Vom arata ca au loc egalitatile

(Uℓn)x=h = (Tℓn)x=h, ∀n ≥ 0, ∀h ∈ R.

Ultima egalitate se poate rescrie sub forma

SEhLℓn = SEhTℓn, ∀n ≥ 0, ∀h ∈ R.

Din definitia siruluiun, deducem ca egalitatea de mai sus are loc pentruh = 0 deoarece

Lmℓn = 0, ∀m 6= m, (Lnℓn)x=0 = n!.

Aceasta implica faptul ca pentru orice polinomp are loc egalitatea

SUp = STp⇐⇒ SU = ST.

Prin urmare, pentru orice numar realh are loc egalitatea

SUEh = (SU) ◦ Eh = (ST ) ◦ Eh = STEh.

DeoareceU si T sunt invarianti la translatii deducem caUEh = EhU si TEh = Eh. Prin urmare,

SEhU = SEhT =⇒ SEhUℓn = SEhUℓn, ∀n ≥ 0,∀h ∈ R. ⊓⊔

Remarca6.7. Morfismul QL se mai numeste simorfismul de cuantizare. Inversul lui se numeste
morfismul simbol. Pentru orice operatorT ∈ Opinv, seria formalaQ−1

L (T ) se numestesimbolul
operatoruluiT relativ la L. Vom folosi notatia

ΣT/L(t) := Q
−1
L T.

Seria formalaΣT/L esteunic determinata de conditiaT = ΣT/L(L). ⊓⊔

Exerciţiul 6.8. Sa presupunem caP,Q ∈ DiffOpinv, R ∈ Opinv. Aratati ca

ΣR/Q ◦ ΣQ/B = ΣR/P ∈ R[[t]], ΣQ/P (t) = Σ
〈−1〉
P/Q(t).

Reamintim ca ultima egalitate inseamna ca

ΣQ/P ◦ ΣP/Q(t) = ΣP/Q(t) ◦ΣQ/P = t ∈ R[[t]]. ⊓⊔
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Definiţia 6.9. Pentru oriceT ∈ Opinv definimσT (t) ∈ R[[t]] prin egalitatea

σT (t) := ΣT/Dx
(t),

undeDx este operatorul obisnuit de diferentiere. Vom spune caσT (t) estesimbolul (complet) al
operatoruluiT . ⊓⊔

Exerciţiul 6.10. Aratati ca pentru oriceS, T ∈ Opinv au loc egalitatile

σS+T (t) = σS(t) + σT (t), σST (t) = σS(t) · σT (t). ⊓⊔

Exemplul 6.11. (a) Sa observam mai intai caσDx(t) = t. Folosind egalitatile (5.2) si (5.3),

Eh = ehDx , ∆ = eDx − 1
deducem

σEh
(t) = eht, σ∆(t) = et − 1.

(b) Operatorul lui BernoulliB, definit de

(Bp)(x) :=

∫ x+1

x
p(s)ds,

satisface egalitatea

(DxB)p(x) = p(x + 1)− p(x) = (∆p)(x)⇐⇒ DxB = ∆

si prin urmare

σDxB = σ∆ =⇒ σB(t) =
et − 1

t
.

Operatorul lui Bernoulli este inversabil, iar inversul luiare simbolul

σB−1(t) =
t

et − 1
.

Functia t
et−1 joaca un rol remarcabil in matematica pentru ca este implicata in multe din cele mai

profunde descoperiri de la Newton pana in present.

(c) Definim

L : R[x]→ R[x], Lp)(x) =

∫ ∞

0
e−sp(x + s)ds, ∀p ∈ R[x]

Operatorul lui LaguerreLag : R[x]→ R[x] este definit de egalitatea

(Lag p)(x) = −DxLp.

Sa observam caLp este intr-adevar un polinom atunci candp este polinom. Pentru a vedea acest lucru
este suficient sa studiem cazurile particularep(x) = xn. In aceasta situatie deducem

(Lp)(x) =

∫ ∞

0
e−s(x + s)nds =

n∑

k=0

(
n

k

)

xn−k

∫ ∞

0
esskds.

Daca notam

Ik =

∫ ∞

0
e−sskds

deducem integrand prin parti

Ik = −(e−ssk)
∣
∣
∣

s=∞

s=0
+k

∫ ∞

0
e−ssk−1 = kIk−1.
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Observand caI0 = 1 deducemIk = k! si prin urmare

L(xn) =
n∑

k=0

(
n

k

)

xn−kk! =
n∑

k=0

[n]kx
n−k.

In particular, deducem caL ∈ Op∗ si deci este inversabil. Este clar invariat la translatii. Vrem sa-i
calculam simbolul. Sa observam ca

(DxLp)(x) =

∫ ∞

0
e−s dp

dx
(x + s)ds =

∫ ∞

0
e−s dp

ds
(x + s)ds

= e−sp(x + s)
∣
∣
∣

s=∞

s=0
−

∫ ∞

0
e−sp(x + s)ds = −p(x) + L(x).

Putem rescrie concluzia calculului de mai sus sub forma

(DxL)p = −1p + Lp, ∀p ∈ R[x]⇐⇒ (Dx − 1)L = −1.

Daca notamℓ(t) = σL(t) deducem

(t− 1)ℓ(t) = −1⇐⇒ ℓ(t) = −
1

t− 1
.

Din egalitateaLag = −DxL deducem ca operatorul lui Laguerre este un operator diferential invariant
la translatii al carui simbol este

σLag(t) = −σDx(t)ℓ(t) =
t

t− 1
.

Putem rescrie ultima egalitate sub forma

Lag = Dx(Dx − 1)−1. ⊓⊔

Sa presupunem caQ,R ∈ DiffOpinv. Notam cu{qn(x)} sirul binomial asociat luiQ si cu
{rn(x)} sirul binomial asociat luiQ. Dorim sa gasim o metoda convenabila de exprimare a poli-
noamelorrn in functie de polinoameleqn si operatorulQ.

Sa notam
f(t) := ΣR/Q(t) ∈ R[[t]], g(t) := ΣQ/R(t) ∈ R[[t]].

Prin urmareR = f(Q), Q = g(R), g = f 〈−1〉. Sa consideram operatorulTQ/R : R[x] → R[x] de
tranzitie de la sirul{rn} la sirul{qn}, adica operatorul admisibil definit de egalitatile

TQ/Rrn = qn, ∀n ≥ 0.

TQ/R este bijectiv, iar inversul lui este descris de

T
−1
Q/R = TR/Q ⇐⇒ T

−1
Q/Rqn = rn, ∀n ≥ 0.

Are loc egalitatea
Q = TQ/RRT

−1
Q/R = TQ/RRTR/Q.

Intr-adevar, pentru oricen ≥ 0 avem

TQ/RRT
−1
Q/Rqn = TQ/RRrn = TQ/R(nrn−1) = nTQ/Rrn−1 = nqn−1 = Qqn.

Sa consideram un alt operatorS ∈ DiffOpinv al carui sir biomial asociat este{sn(s)}. Notam

pn := TQ/Rsn, ∀n ≥ 0,

si definim
P = TQ/RST

−1
Q/R.
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Teorema 6.12.(a) OperatorulP = TQ/RST
−1
Q/R este un operator diferential invariant la translatii,

iar {pn(x)} este sirul binomial asociat luiP .
(b) Definimh(t) := ΣS/R(t), adicaS = h(R). AtunciP = h(Q), adică,

ΣP/Q(t) = ΣS/R(t),

si
ΣP/S(t) = ΣS/R ◦ ΣQ/R ◦ Σ

〈−1〉
S/R .

Concluzia (b) a teoremei de mai sus se poate ilustra in diagrama urmatoare

{rn} {sn}

{qn} {pn}
uTQ,R

wTS/R u TP/S=TQ,Rw u w uw
Demonstraţie.Sa notamp−1 = 0. Pentru a aerisi prezentarea vom scrieT in loc deTQ/R. Impartim
demonstratia in trei pasi.

Pasul 1. Sirul pn este un sir bazic asociat luiP adicaPpn = npn−1, ∀n ≥ 0. Intr-adevar, au loc
egalitatile,

Ppn = TST
−1pn = TSsn = T(nsn−1) = nTsn−1 = npn.

Pasul 2. Sirul pn este normalizat.Sa observam ca prin definitie sirurile{qn}, {rn} si {sn} sunt
normalizate. Prin urmare

q0 = r0 = s0 = 1.

Rezulta ca
p0 = Ts0 = Tr0 = q0 = 1.

Fien ≥ 1. Atunci, conform Corolarului5.9, polinomulqn se descompune ca o combinatie liniara

sn(x) = c0p1(x) + c1p1(x) + · · · + cnpn(x), ∀x ∈ R.

Deoarece
qn(0) = pk(0) = 0, ∀k, n ≥ 1

deducemc0 = 0. Prin urmare,

pn = Csn = T(c1p1 + · · ·+ cnpn) = c1q1 + · · ·+ cnqn,

si decipn(0) = 0, ∀n ≥ 1. Aceasta arata ca{pn(x)} este sirul bazic normalizat asociat luiP .
Pasul 3. P = h(S). In particular P ∈ DiffOpinv.

Din egalitatea
Q = TRT

−1

deducem de aici ca pentru oricek ≥ 1 are loc egalitatea

TRk
T
−1 = (CRC

−1) · · · (CRC
−1)

︸ ︷︷ ︸

k

= Qk.

Rezulta ca pentru orice polinomu(t) ∈ R[t] are loc egalitatea

Cu(R)C−1 = u(Q).

Sa consideram acum seria formalah(t) = h1t + h2t
2 + · · · . Notam

hn(t) = h1t + · · ·+ hntn ∈ R[t].
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Atunci
Thn(R)T−1 = hn(Q).

Dacaq(x) ∈ R[x] este un polinom de grad≤ n atunciQNq = 0 = RNq, ∀N > n. In particular,
deoarecegrad p = grad C−1p, ∀p ∈ R[x], deducem ca

h(Q)q = hn(Q)q = Thn(R)(T−1p) = Th(R)T−1q ∀q ∈ R[x], grad p ≤ n.

Ultima egalitate se poate rescrie
h(Q) = Th(R)T−1.

Reamintindu-ne cah(R) = S deducem

h(Q) = TST
−1 = P.

Rezulta ca
ΣP/Q(t) = h(t) = ΣS/R(t)

Folosind Exercitiul6.8deducem

ΣP/S = ΣP/Q ◦ΣQ/R ◦ΣR/S = ΣS/R ◦ΣQ/R ◦Σ
〈−1〉
S/R . ⊓⊔

Daca aplicam teorema de mai sus in cazul particular candS = Q obtinem urmatorul rezultat.

Corolarul 6.13. Sa presupunem caR,Q ∈ DiffOpinv, {rn(x)} este sirul binomial asociat luiR,
iar {qn} este sirul binomial asociat luiQ. Sa notamf(t) := ΣR/Q(t) adicaR = f(Q). Atunci sirul
bazic{pn(x) = TQ/Rqn} este sirul binomial asociat operatorului

P = f 〈−1〉(Q).

Demonstraţie.Din Teorema6.12deducem

ΣP/Q = ΣQ/R ◦ ΣQ/R ◦ Σ−1
Q/R = ΣQ/R = f 〈−1〉. ⊓⊔

Folosind egalitatea (5.9) pentru sirul binomial{pn(x)} din corolarul de mai sus deducem ca pentru
orice polinomq ∈ R[x] avem o descompunere de forma

q(x) =
∑

k=0

1

k!
(P kq)x=0pk.

In particular, daca alegemq = qn, deducem

qn =
∑

k=0

1

k!
(P kqn)x=0pk,

si deci

rn = T
−1
Q/Rqn = T

−1
R/Q

(∑

k≥0

1

k!
(P kqn)x=0pk

)

=
∑

k≥0

1

k!
(P kqn)x=0T

−1
Q/Rpk

=
∑

k≥0

1

k!
(P kqn)x=0qk =

∑

k≥0

1

k!

(
f 〈−1〉(Q)kqn

)

x=0
qk.

Am obtinut astfel urmatorul rezultat fundamental.

Teorema 6.14.Sa presupunem caQ,R ∈ DiffOpinv. Notam cu{qn(x)} sirul bazic asociat luiQ
si cu{rn(x)} sirul binomial asociat luiR. Dacaf(t) = ΣR/Q(t), adicaR = f(Q), atunci

rn =
∑

k≥0

1

k!

(
f 〈−1〉(Q)kqn

)

x=0
qk, ∀n ≥ 0. ⊓⊔
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Remarca6.15. (a) In teorema de mai sus sa observam ca numarul real
(
f 〈−1〉(Q)kqn

)

x=0
qk

este egal cun! inmultit cu coeficientul luitn in seriaf 〈−1〉(t), adica

1

k!
f 〈−1〉(Q)kqn = n![t]n

(
f 〈−1〉(t)

)k
,

Daca notamg(t) = f 〈−1〉(t) deducem ca ca matricea de tranzitie de la sirul{qn(x)} la sirul{rn(x)}
este data de

Akn =
n!

k!
[tn]g(t)k.

Rezulta ca

Ak(t) :=
∑

n≥0

Akn
tn

n!
=

1

k!
g(t)k.

Cu alte cuvinte,Ak(t), functia generatoare de tip exponential al numerelor de pe linia k a matricei de
tranzitie este egala cu seria formala1

k!g(t)k.
(b) Sa scriemf(t) sub forma

t

h(t)
, h(t) = h0 + h1t + · · · ∈ R[[t]], h0 6= 0.

Atunci din formula de inversiune a lui Lagrange (4.5) deducem

[t]ng(t)k =
k

n
[tn−k]h(t)k, n, k ≥ 0.

Rezulta

Akn =
(n− 1)!

(k − 1)!
[tn−k]h(t)k ⇐⇒

1

(n− 1)!
Akn =

1

(k − 1)!
[tn−k]h(t)k =

1

(k − 1)!
[tn](th(t))k .

Inmultind ultima egalitate cutn si apoi sumand dupan ≥ 1 deducem
∑

n≥1

Akn
tn

(n− 1)!
=

1

(k − 1)n
tkh(t)k.

Putem rescrie acest lucru sub forma

tDtAk(t) =
1

(k − 1)n
tkh(t)k.

Daca ne reamintim caf(t) = t
h(t) deducemth(t) = t2

f(t) , si prin urmare

t−k+1DtAk(t) =
1

(k − 1)!

( t

f(t)

)k
. ⊓⊔

In aplicatii un caz particular al Teoremei6.14este foarte util.

Corolarul 6.16. Sa presupunem caR ∈ DiffOpinv. Notam cu{rn(x)} sirul binomial asociat lui
R, si cuσ(t) ∈ R[[t]] simbolul luiR, adica

R = σ(Dx).

Daca notam cuµn(x) monomulµn(x) = xn, atunci

rn(x) =
∑

k≥0

1

k!
(σ〈−1〉(Dx)kµn)x=0µk(x).
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Demonstraţie. In Teorema6.14alegemQ = Dx. Atunci

Qn(x) = xn = µn(x), f(t) = ΣR/Dx
(t) = σR(t) = σ(t). ⊓⊔

Corolarul 6.17. Sa presupunem caP ∈ DiffOpinv, iar {pn(x)} este sirul binomial asociat luiP .
Dacaσ(t) este simbolul luiP , adicaP = σ(Dx), iar g(t) = σ〈−1〉(t) atunci

∑

n≥0

pn(x)
tn

n!
= exg(t).

Demonstraţie. Sa notam cuG operatorul

G = g(Dx) ∈ DiffOpinv ⇐⇒ ΣG/Dx
(t) = g(t).

Folosind Corolarul6.16deducem

pn(x) =
n∑

k=0

Gk(xn)x=0
xk

k!
=

n∑

k≥0

Gk(xn)x=0
xk

k!
.

Fix h ∈ R and consider the operator

Qh : R[x]→ R[x], Qhp =
∑

n≥0

pn(h)

n!
Dn

xp.

Sa observam caQh este un operator admisibil invariant la translatii al caruisimbol este

ΣQh/Dx
(t) =

∑

n≥0

pn(h)
tn

n!
.

Pe de alta parte

Qh =
∑

n≥0

pn(h)

n!
Dn

x =
∑

n≥0

( n∑

k≥0

Gk(xn)x=0
hk

k!

) 1

n!
Dn

x =
∑

k≥0

hk

k!

(∑

n≥0

Gk(xn)x=0

n!
Dn

x

)

.

Deoarece{xn} este sirul binomial asociat luiDx, deducem din (6.3) ca

Gk =
∑

n≥0

Gk(xn)x=0

n!
Dn

x .

Prin urmare,

Qh =
∑

k≥0

hk

k!
Gk = ehG =⇒ ΣQh/G(t) = eht.

Folosind Exercitiul6.8deducem

∑

n≥0

pn(h)
tn

n!
= ΣQh/Dx

= ΣQh/G ◦ ΣG/Dx
(t) = ehg(t). ⊓⊔



40 LIVIU I. NICOLAESCU

7. EXEMPLE

Sa ilustram rezultatele obtinute pe cateva situatii celebre.

Exemplul 7.1(Polinoamele lui Laguerre). Ca sa vedem cum functioneaza Corolarul6.16il aplicam
intr-o situatie concreta, dar cu multe aplicatii in matematica. Sa presupunem caR este operatorul lui
Laguerre

R = Lag = Dx(Dx − 1)−1.

Sa notam cu{ℓn(x)} sirul binomial asociat operatorului lui Laguerre. Dorim sadam o descriere mai
explicita a acestor polinoame folosind Corolarul6.16.

Simbolul operatoratoruluiLag este

s(t) = t(t− 1)−1

Pentru a afla inversa compozitionala a serieis rezolvam ecuatia

s = t(t− 1)−1,

in care necunoscuta estet. Ajungem la concluzia surprinzatoare

t = s(s− 1)−1.

Cu alte cuvinte
s〈−1〉(t) = s(t).

Deducem

ℓn(x) =
∑

k≥0

1

k!
(Lagk µn)x=0x

k, µn(x) = xn.

Pentru a calcula(Lag µn)x=0 putem folosi fie calculele din Exemplul6.11, fie putem proceda direct,
folosind formula

Lag = −D(1−D)−1 =⇒ Lagk = −Dk(1−D)−k = (−1)kDk
∑

j≥0

(
j + k − 1

j

)

Dj.

Coeficientul luiDn in aceasta serie este

(−1)k
(

n− 1

n− k

)

= (−1)k
(

n− 1

k − 1

)

,

si deci

(Lagk µn)x=0 = (−1)k
(

n− 1

k − 1

)

(Dnµn)x=0 = (−1)kn!

(
n− 1

k − 1

)

.

Prin urmare

ℓn(x) = n!
n∑

k=1

(−1)k
(

n− 1

k − 1

)
xk

k!
.

Deoareceℓn(0) = 0, ∀n > 0, deducem ca polinomulℓn+1(x) se scrie ca un produs

ℓn+1(x) = xLn(x), grad Ln = n.

Mai exact

Ln(x) = n!
n∑

k=0

(
n

k

)
(−x)k

k!
.

De exemplu
L0(x) = 1, L1(x) = (1− x), L2(x) = (2− 4x + x2).
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PolinoameleLn(x) au multe aplicatii in matematica. Au aparut mai intai in fizica matematica, dar in
ultimile decenii si-au facut apartia si in combinatorica. Sa metionam o astfel de aplicatie surprinza-
toare.

Probabil cititorul a auzit deja de problema deranjamentelor, dar pentru orice eventualitate o ream-
intim. Sa presupunem ca avemn bile, numerotate cu numerele1, . . . , n si n cutii numerotate cu
numerele1, . . . n. Problema clasica a deranjamentelor intreaba in cate moduri putem distribui bilele,
una pe cutie, incat nici una din bile sa nu fie situata intr-o cutie cu acelasi numar ca si bila.

Raspunsul la acesta intrebare se gaseste prin metoda includerii-excluderi si deducem ca numarul
de deranjamente este

Dn = n!

n∑

k=1

(−1)k

k!
.

Putem considera o situatie mult mai sofisticata. Sa presupunem ca avem o partitie a multimii{1, . . . , n}
in k submultimi nevide

{1, . . . , n} = F1 ∪ · · · ∪ Fk, Fi ∩ Fj 6= ∅, ∀i 6= j.

Notam fi := |Fi|. Notam cuD(f1, . . . , fk) numarul de permutariϕ ale multimii {1, . . . , n} cu
proprietatea ca nu existai ∈ {1, . . . , n} incat i si ϕ(i) se afla in aceeasi multime a partitiei. Putem
formula aceasta problema intr-un mod mai amuzant.

Sa presupunem ca la o petrecere participak familii F1, · · · , Fk si in total suntn persoane. Fiecare
din persoane isi scrie numele pe o bucata de hartie pe care apoi o pune intr-o cutie. Urmeaza o tragere
la sorti in care fiecare persoana extrage un nume din cutie. Atunci D(f1, . . . , fk) este numarul de
posibiltati de trageri la sorti cu proprietatea ca nici una din persoane nu a extras numele unei persoane
din familia lui. Problema clasica a deranjamentelor corespunde cazului special candk = n, fi = 1.

Un rezultat din 1976 datorat matematicienilor S. Even, J. Gillis ofera un raspuns surprinzator.

D(f1, . . . , fk) = (−1)n
∫ ∞

0
e−xLf1

(x) · · ·Lfk
(x)dx.

Este usor de verificat ca intr-adevar

n!

n∑

k=1

(−1)k

k!
=

∫ ∞

0
e−x(x− 1)ndx.

Demostratia cazului general este bazata tot pe principiul includerii-excluderii, dar necesita mai multa
ingeniozitate pentru a formula rezultatul final intr-o forma asa de eleganta.

La foarte scurt timp dupa ce Even si Gillis si demonstrat acest fapt, D. M. Jackson a dat o demon-
stratie foarte scurta bazat pe rezultatele din Exercitiul2.9. Cititorul are acum toate cunostiintele
necesare demonstrarii acestui rezultat curios. ⊓⊔

Exerciţiul 7.2. Aratati ca
ℓn(x) = xexDn

x(e−xxn−1), ∀n ≥ 0. ⊓⊔

Exemplul 7.3 (Polinoame Bernoulli). Polinoamele lui Bernoulli{βn(x)}n≥0 formeaza un sir bazic
foarte special care nu enormalizat, dar al carui operator fundamental esteDx, adica

Dβn(x) = nβn−1(x), ∀n ≥ 1. (7.1)

In plus, aceste polinoame satisfac ecuatiile cu diferente

(∆βn)(x) = Dx(xn), ∀n ≥ 1. (7.2)

Sa aratam ca aceste doua conditii de mai sus definesc unic sirul bazic{βn(x)}.
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Sa ne reamintim ca operatorului lui BernoulliB satisface

DB = BD = ∆.

Aplicand operatorulB ambelor parti ale egalitatii (7.1) si obtinem

BDβn = nBβn−1.

Pe de alta parte, folosind (7.2) obtinem

BDβn = ∆βn = nxn−1,

si deducem
nxn−1 = nBβn−1, ∀n ≥ 1 =⇒ βn = B−1(xn), ∀n ≥ 0.

Sa notambn := βn(0). Numerelebn se numescnumerele lui Bernoulli. Sa observam ca

Dk
xβn = [n]kβn−k.

Din formula lui Taylor deducem ca pentru oricen ≥ 1 are loc egalitatea

βn(x) =

n∑

k=0

(Dk
xβn)(0)

xk

k!
=

n∑

k=0

[n]kβn−k(0)
xk

k!
=

n∑

k=0

(
n

k

)

bn−kx
k. (7.3)

Aceasta egalitate ne arata ca polinoamle lui Bernoulli suntunic determinate de numerele lui Bernoulli.
Sa notam cub(t) functia generatoare de tip exponential a numerelor lui Bernoulli, adica

b(t) =
∑

n≥0

bn
tn

n!
.

Atunci egalitatea (7.3) se poate reformula compact sub forma

b(t)etx =
∑

n≥0

βn(x)
tn

n!
. (7.4)

Notam seria din partea dreapta cuβx(t). Sa ne reamintim ca

βn(x + 1)− βn(x) = nxn−1, ∀n ≥ 0.

Prin urmare
tn

n!
(βn(x + 1)− βn(x)) = txn−1 xn−1

(n− 1)!
, ∀n ≥ 1.

Sumand aceste egalitati dupan ≥ 1 deducem

βx+1(t)− βx(t) = tetx.

Pe de alta parte, folosind (7.4) obtinem egalitatea

βx+1(t)− βx(t) = b(t)
(
et(x+1) − etx

)
.

Prin urmare

tetx = b(t)
(
et(x+1) − etx

)
= etxb(t)(et − 1) =⇒ t = b(t)(et − 1)

De aici rezulta

b(t) =
t

et − 1
.

Trebuie sa comentam putin ultima egalitate. Seria formalaet − 1 nu are invers multiplicativ. Sa
observam insa ca putem scrie

et − 1 = t(1 +
t

2!
+ · · ·+

tn−1

n!
+ · · · ) = t

∑

n≥0

tn

(n + 1)!
.
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Seria
∑

n≥0
tn

(n+1)! are invers multiplicativ si atunci definim

t

et − 1
=

1
∑

n≥0
tn

(n+1)!

.

Pentru a face calcule concrete este insa mult mai util sa folosim egalitatea

t = b(t)(et − 1)

care conduce la urmatoarele relatii de recurenta

b0 = 1,

n∑

k=1

(
n

k

)

bn−k = 0, ∀n ≥ 1

Mai explicit
(

n

1

)

bn−1 +

(
n

2

)

bn−2 + · · ·+

(
n

n

)

b0 = 0,

de unde rezulta ca

bn = −
1

n

((
n

2

)

bn−2 + · · · +

(
n

n

)

b0,

)

, ∀n

Iata cateva valori pentru numerele lui Bernoulli

b2k+1 = 0, ∀k ≥ 1,

n 0 1 2 4 6 8 10 12 14 16 18

bn 1 −1
2

1
6 − 1

30
1
42 − 1

30
5
66 − 691

2730
7
6 −3615

510
43867
798

Iata si cateva polinoame Bernoulli

β2(x) = x2 − x +
1

6
, β3(x) = x3 −

3

2
x2 +

1

2
x,

β4(x) = x4 − 2x3 + x2 −
1

30
,

β5(x) = x5 −
5

2
x4 +

5

3
x3 −

1

6
x,

β6(x) = x6 − 3x5 +
5

2
x4 −

1

2
x2 +

1

42
.

Polinoamele Bernoulli apar in surpinzator de multe situatii in matematica. Vrem sa mentionam aici
cateva aplicatii elementare.

Din egalitea
βk+1(x + 1)− βk+1(x) = (k + 1)xk, ∀x ∈ R, k ≥ 1,

deducem
βk(n)− βk(0) = (k + 1)(1k + 2k + · · ·+ (n− 1)k),

adica
n−1∑

j=1

jk =
1

k + 1

(
βk+1(n)− βk+1(0)

)
. (7.5)

Mai general, are loc egalitatea
n−1∑

j=0

(h + j)k =
1

k + 1

(
βk+1(h + n)− βk+1(h),

)
, ∀h ∈ R. (7.6)
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De exemplu

15 + 25 + 35 + · · ·+ (n− 1)5 =
1

6

(
n6 − 3n5 +

5

2
n4 −

1

2
n2
)
, ∀n ≥ 2.

Exemplul de mai sus este un caz special alformulei de sumare Euler-MacLaurin.
Sa presupunem cap este un polinom. Sa notam

q := Bp⇐⇒ q(x) =

∫ x+1

x
p(t)dt.

In particular,

q(x + j) =

∫ x+j+1

x+j
p(t)dt.

Rezulta ca
n−1∑

j=0

q(x + j) =

∫ n

0
p(t)dt.

Daca acum scriemp(x) = (B−1q)(x) obtinem

n−1∑

j=0

q(x + j) =

∫ x+j

x
(B−1q)(t)dt. (7.7)

In fine daca polinomulq este derivata unui polinomf , adicaq = Df atunci B−1Df = DB−1

deoareceB−1 este invariant la translatii si deci comuta cuD. Din formula Leibniz-Newton obinem
celebra formula de sumare Euler-Maclaurin

n∑

j=0

Dxf(x + j) =
(∑

k≥0

bk

k!
(Dkf)(x + n)

)

−
(∑

k≥0

bk

k!
(Dkf)(x)

)

= (B−1f)(x + n)− (B−1f)(x).

(7.8)

Probabil ca ar trebui sa explicam de ce egalitatea de mai sus este uluitoare. Suma din partea stanga a
egalitatii depinde de comportareaglobalaa polinomuluif pe intreg intervalul [x, x + n]. Pe de alta
parte, suma din partea dreapta depinde doar de comportarealocala lui f doar invecinatatea a doua
punctex si x + n. ⊓⊔

Exerciţiul 7.4. Sa consideram seria formala de puteriu(t) =
∑

n≥0 un
tn

n! cu proprietatea cau0 6= 0.
Notam cuP operatorulP = u(D) ∈ Op∗

inv si cupn(x) polinoameleP (xn). Aratati ca
∑

n≥0

pn(x)
tn

n!
= u(t)etx. ⊓⊔

Exerciţiul 7.5. (a)Aratati ca

βn(x) = (−1)nβn(1 − x), ∀n ≥ 1, x ∈ R

si
b2k+1 = 0, ∀k ≥ 1.

(b) Demonstratiformula lui Raabe

1

n

n∑

j=0

βk

(
x +

j

n

)
=

1

nk
βk(nx), ∀k, n ≥ 1.
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(c) Aratati ca

βk

(1

2

)
= bk

( 1

2k−1
− 1

)

.

(d) Aratati ca pentru oricex ∈ (0, 1
2) au loc inegalitatile

(−1)kβ2k−1(x) > 0, (−1)k
(
β2k(x)− b2k

)
> 0.

(e) Aratati ca
(−1)k+1b2k > 0, ∀k ≥ 0.

Exerciţiul 7.6. Sa definim functiile Bernoulli periodice

β̄n(x) = βn(x− ⌊x⌋),

unde⌊x⌋ este partea intrega a numarului realx. Sa presupunem caf : R → R este o functie infinit
differentiabila.
(a) Aratati prin inductie dupan ≥ 1 ca

f(0) =

∫ 1

0
f(t)dt +

n∑

k=1

=
bk

k!

(

f (k−1)(1) − f (k−1)(0)
)

+
(−1)n

n!

∫ 1

0
βn(t)f (n)(t)dt.

(b) Aratati ca pentru orice intregi pozitivim,n are loc egalitatea
m−1∑

j=0

f(j) =

∫ m

0
f(t)dt +

n∑

k=1

bk

k!

(

f (k−1)(m)− f (k−1)(0)
)

+
(−1)n

n!

∫ m

0
β̄n(t)f (n)(t)dt.

Indicaţie: Folositi partea (a) pentru functiilefj(t) = f(t + j), j = 0, . . . ,m− 1. ⊓⊔

Exerciţiul 7.7. (a) Aratati ca pentru oricek ≥ 1 are loc egalitatea
∫ 1

0
β̄2k(t)dt = 0.

(b) Aratati ca pentru orice intregik,m ≥ 1 au loc egalitatile
∫ 1

0
β̄2k(t) sin(2mπt)dt = 0,

Ak,m :=

∫ 1

0
β̄2k(t) cos(2πmt)dt =

(−1)k+1(2k)!

(2πm)2k
.

(c) Sa consideram functiile

fm(t) =
m∑

j=1

Ak,m cos 2πjt, Cm(t) =
m∑

j=0

cos(2πjt).

Aratati ca
∫ 1

0
Cm(t)dt = 1,

si
b2k = β̄2k(0) = lim

m→∞
fm(0).

Indicaţie Scrieti diferentab2k − fm(0) sub forma

b2k − fm(0) =

∫ 1

0
β̄2k(0)dt −

∫ 1

0
β̄2k(t)Cm(t)dt =

∫ 1

0
Cm(t)

(
β̄2k(0)− β̄2k(t)

)
dt.
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