METODA FUNCTIILOR GENERATOARE

LIVIU I. NICOLAESCU

ABSTRACT. In aceasta nota vom descriem o tehnica deosebit de flexibibordare a multor prob-
leme de combinatorica enumerativa.

CONTENTS
Introducere 1
1. Serii formale si serii convergente de puteri 2
2. Functii generatoare 6
3. Ecuatii cu diferente 10
4. Formula de inversiune a lui Lagrange 12
5. Siruri de polinoame 19
6. Operatori invarianti la translatii 30
7. Exemple 40
References 46
INTRODUCERE

In randurile care urmeaza dorim sa prezentam cititorulahaica remarcabil de eficace in abordare
a multor probleme din combinatorica. Metoda este veche tva@aute de ani si a fost folosita de
clasici ai matematicii ca Newton, Bernoulli, Euler, GauRg&mann pentru a demonstra rezultate
surprinzatoare.

Probabil ca prima manifestare a acestei metode este folmmdanului lui Newton care spune ca

numarul
n\ n!
k) El(n — k)!

este coeficientul lut* in polinomul (1 + ¢)", adica

(1+t)" = Zn: (Z)tk

k=0
In limbaj modern, putem spune ca functia+ ¢)™ este functia generatoare a numerelor

(0) () ()

Din acest motiv, aceste numere se mai numesodgiicienti binomiali Faptul ca functia generatoare
(14t)™ are o forma asa de simpla conduce la o multitudine de corteqmémtru coeficientii binomiali.

Date March 2007.
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Metoda functiilor generatoare are la baza o idee foartelainynui sir de numere realg, a, . . .,
il asociem o expresie de forma

a(t) = ag + art + ast® + -,

pe care o numim functia sau seria generatoare a acestui wiemRyandi o astfel de serie ca un
polinom de grad infinit. O astfel de expresie se numeste $emala de puteri pentru ca nu ne
intereseaza convergenta ei.

De foarte multe ori aceste serii au forme foarte simple carparmit sa tragem concluzii despre
sirul original {a,, },>0 Mai greu de obtinut pe alte cai.

In prima parte a lucrarii discutam seriile formale si op@eape care le putem efectua cu ele.
llustram aceste idei pe multe situatii concrete care apprahleme de combinatorica si algebra.

In cea de a doua parte a lucrarii discutam siruri de polinodene singura variabila. Aceasta parte
a lucrarii este putin mai dificila. Desi rezultatele sunthiate cateva sute de ani, le abordam dintr-un
un punct de vedere foarte modern initiat acum doua-treirdeddivelul de abstractie este ceva mai
ridicat, si probabil ca cititorul va trebui sa se adaptezeriamod de gandire radical diferit de cel
intalnit matematica de liceu, desi nivelul de cunostiintedepaseste de matematica de liceu.

De aceea incurajam foarte mult cititorul sa rezolve exdecibe care le-am presarat de-a lungul
prezentarii. Sunt probleme clasice, interesante in siaecare vor ajuta si la asimilarea acestui nou
punct de vedere. Aceste probleme sunt comparabile ca rewdifidultate cu probleme de olimpiada,
faza nationala sau internationala.

Pentru mai multe informatii privind acest subiect reconandl, 2, 4, 5] care ne-au servit ca ghid
in organizarea acestei lucrari.

1. SERII FORMALE SI SERII CONVERGENTE DE PUTERI
Definitia 1.1. O serie formala de putercu coeficienti reali este o expresie de forma
a(t) = Zant” =ag + ait + agt? + - .
n>0

Mai sus,t este o variabila formala. Multimea seriilor formale degruse noteaza cR|[¢]].

Sa observam ca exista niste operatii naturale pe aceasianeuPutem aduna doua serii
(ap + art + agt* + )+ (bo + byt + bot® + ) = cog + et + ot + -+,
unde
Cpn = ap + by, Yn > 0.
Putem de asemenea inmulti doua serii formale ca si cum anitirsioua polinoame
(a0+a1t+a2t2—|—---) X (bo+b1t—|—b2t2—|—"') :CQ—I—Clt+CQt2+"' ,
unde
co = apbo, c1 = apby + a1bg, ca = agbz + a1by + azby,
siin general

n
cn, = agb, + arby,—1 + - +ayby = Z apbn_r, Yn >0.
k=0
Aceste operatii sunt comutative, asociative distribuét@ In limbaj modern, spunem &[¢]] este
un inel comutativ cu unitate.
Pentru a opera cu seriile formale de puteri este convenalmtducem notiunea det
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Definitia 1.2. Pentru orice intreg nenegativsi pentru orice serie formala
a(t) = ap + a1t + ast® + - - - € R[[1]],
definim k-jetul lui a ca fiind polinomul de grad cel mult,
Jra(t) == aop + art + - + agt”. O
Jeturile unei serii sunt importante datorita urmatorudyitfelementar.

Teorema 1.3(Principiul separarii formale). Fie u,v € R[[t]]. Urmatoarele afirmatii sunt echiva-
lente.

(@u =v.

(b) Jru = Jrv, Yk > 0. d

Remarcal.4. Credem ca ar trebui sa explicam cititorului motivul pentanecrezultatul de mai sus se
numeste principiu al separararii. Motivul este simplu. Regtul de mai sus spune ca putem distinge
(sau separa) doua setiiv uitandu-ne la jeturile lor. Mai precis, putem decide dacg v intr-un
numar finit de pasiin sensul ca trebuie sa existe un intreg pozitiv astfeltinga # Jyv.

Teorema de mai sus este un caz foarte special al unui reuiddametal in algebra numit teorema
de intersectie a lui Krull. O

Propozitia 1.5. Sa presupunem ca(t) = ug + uit + --- € R][t]] este o serie formala de puteri
cu proprietatea cayy # 0, adicaJo(u(t)) # 0. Atunci exista o unica serie formalt) € R[[¢]] cu
proprietatea ca

u(t)u(t) = 1. (L.1)
Vom notaw(t) := ﬁ si vom spune ca esteinversa multiplicativea serieiu(t).

Demonstratie. O seriev(t) = vg + vt + vot? + - - - satisface {.1) daca si numai daca satisface
urmatorul sir de egalitati

upvg = 1, upuy + Uvp—1 + - +upvg =0, Vn > 1.

Prin urmare, coeficientii,, satisfac relatia de recurenta
1 1
vy = —, vn:——(ulvn_1+---+unvo). (1.2)
UuQ Uuo

Prin urmare seria(t) ai carei coeficienti sunt definiti unic dé.@) satisface ecuatial (1). O

Remarcal.6. Rezultatul de mai sus se poate reformula in limbaj modermapdl ca elementele
u(t) € R][t]] cu proprietatea cdy(u(t)) # 0 sunt elemente inversabile ale ineluRi[t]]. Este usor
de vazut ca acestea suoateelementele inversabile ale acestui inel. O

Definitia 1.7. O serie de puteri
a(t) =) ant”
n>0
se humesteonvergentadaca exista un numar real positivastfel incat, pentru orice numar €
(—r,r), sirul de numere reale
ona(t) = ag + art + - - + apt”

este convergent. Vom nota eu.a(t) limita acestui siruluio,,a(t), si 0 vom numisuma seriei De
asemenea, vom nota &4t} submultimea IuR[[¢]] constand din serii convergente. 0
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Exemplul 1.8. (a) Seria geometrica
gt) =1+ t+t*+ -

este convergenta pentru origé < 1 iar suma ei estel-.

(b) Seria
t):=1 ! t ! t
e(t) := +ﬁ +i + -
este convergenta pentru orice numar te&r suma ei este’. O

Are loc urmatorul rezultat a carui demonstratie o lasantocitlui ca un exercitiu.

Teorema 1.9. (a) Suma si produsul a doua serii convergente este o0 serieecgenta.
(b) O serie de puteri
a(t) = Zant"

n>0
este convergenta daca si numai daca exista un numar redipozstfel incat
lan+1| < clay|, Vn > 0.
(c) Daca seriaa(t) este convergenta penttu= (—r,r), atunci suma ei este o functie infinit differen-
tiabila f(t) : (—r,r) — R, iar coeficientiia,, sunt descrisi de formula MacLaurin
1 dr
= f@). 0

a [ —
" n! dt™ li=0

Partea (a) a teoremei de mai sus se poate reformula spunaobroaltimeaR{¢} este un subinel
al lui R[[¢]]. De multe ori, cand avem de a face cu o serie converggija carei suma este o functie
f(t), in loc sa folosim notatia mai precisa

Uoog(t) = f(t)

vom folosi notatia mai simpla

a(t) = f(t).
Astfel, in loc sa scriem
1
Ooo(LHt+t24-) = -
vom scrie .
l4+t4+t2 4= —.
+t4+t7+ -

Exercitiul 1.10. Fie o un numar real. Folosind Teoremed aratati ca seriile

a, ola-1)

_ ala—1) 5 ala—1)(a—2) 4
pa(t)_l—i—l!t—i— o 7+ 3 t° +
n
L(t)zzE
n>1

sunt convergente, iar sumele lor sunt
Pa = (1+16)%, L(t) =log(1+1),
undelog este logaritmul natural. O



METODA FUNCTIILOR GENERATOARE 5

Pe multimedR[[t]] putem defini operatia de derivare formala
D :R[[t]] = R[[t]], D(ag+ ait + ast®>+---) = aj + 2ast + 3ast®> + - - .
Propozitia 1.11. Operatia de derivare formala este liniara, adica
D(Aa+ pb) = ADa + uDb, Ya,be R[[t]], VA, p <R,
si satisface regula lui Leibniz
D(a-b) = (Da)b+ a(Db), Va,b € R[[t]]. O

Exercifiul 1.12. Demonstrati propozitia de mai sus folosind principiul separii formale. O

Are loc urmatorul rezultat.

Teorema 1.13.Daca seria formalaa(t) € R[[t]] este convergenta si are sumé) atunci si seria
formala Da(t) este convergenta, iar suma ei e%ge O

Demonstratia necesita unele notiuni mai avansate de argilde aceea nu o prezentam. Cititorul
curios poate consulta orice tratat de analiza reala, caeta@u [3, Chap. Xl

Exemplul 1.14. Seriaa(t) = 1+t +t*+ - - - converge la;. Prin urmare derivata formala
Da(t) =1+ 2t + 3t> 4 -

este convergenta iar suma ei este

d 1 1

dt1—t  (1—1)2
Mai general, seria formal®”a(t) este convergenta, iar suma ei eﬁtgt)'k% Aceasta ultima egali-
tate se poate rescrie sub forma

k!
0 n —
k't —|—2-3---k‘t—|—---—|—(n—|—1)---(n—|—k¢—1)t +..._m.

Impartind prink! deducem

1 kE+1 n+k\,,

Formula de mai sus se poate obtine si din Exerciti@Dalegandx = —(k + 1). Sa observam acum

ca .
1 k+1 _
T - () =TI ).
m>0 j=0 m;>0
Coeficientul luit™ din produsul de mai sus este egal cu coeficientul’lal seriei din partea stanga a
egalitatii (1.3). Acest coeficient estg'}").
Pe de alta parte, coeficienttil din produsul de mai sus are o interpretare combinatoricastel

egal cu numarul de monoame de forma

tmO . tml oo tmk

Cu proprietatea caug + - - - + my = n. Putem reformula acest lucru mult mai intuitiv.

Avem (k + 1) cutii etichetate cu numerele 1,..., k. Dorim sa aflam in cate moduri putem
distribuin bile identicein acestd k + 1) cutii distincte O distributie este data de colectia ordonata de
numere(mg, m1, ..., my), undem; este numarul de bile din cutia Ajungem astfel la un rezultat
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combinatoric binecunoscut: numarul de distributiirdkile identicein (k + 1) cutii diferite este egal
cu ("1H). O
2. FUNCTII GENERATOARE
Putem in fine introduce personajul principal al acesteidtcr
Definitia 2.1. Functia generatoare unui sir{a,, },,>¢ este seria formala
Fg(an;t) = ag+ art + agt® + - -

Functia generatoare de tip exponentalnui sir{a, },>0, este functia generatoare a siryfdgk },,>o.
Vom nota functia generatoare de tip exponential g, ,, astfel ca

a
Fgexp(an;t) = Fg(n—?;t). O

Exemplul 2.2. (a) Dacaa,, = 1, Yn > 0 atunci

t

Fg(an;t)zl—i_t—i_tz—i_"': Fgcxp(an;t):e'

1—t
Mai general, pentru orice numar reaavem egalitatile
n 2,2 1 n rt
Fg(r'it) = L+ rt+1°8 4 = ——, Fgog(rst) = ™.
(b) Pentru orice sirurfay,), (b,), Si pentru rice numar realau loc egalitatile
Fg(a, + by;t) = Fglay, : t) + FG(by;t), Fg(can;t) = cFg(ay;t).

O
Exercitiul 2.3. Aratati ca
" t7 tk
> enny = (i) (b )
n>0 §>0 k>0
daca si numai daca
n
n
Cp = Z <k‘> agbn_r. g
k=0
Exercitiul 2.4. Sa consideram un s{u,, },>0 a carui functie generatoare este
a(t) = ap + art + agt® + - .
Atunci functia generatoare a sirului de sume partiale
Sp,=ag+ay +---+ap
este .
s(t) = a(t). O
() = 7—a(t)

Observatiile foarte simple de mai sus ne permit deja sarnagste concluzii remarcabile.

Exemplul 2.5 (Numerele lui Fibonacci). Sa consideram sirul lui Fibonacci definit de conditiile
intiale, Fy = F; = Iy sirelatia de recurenta

Foyo = Fup + Fy. (2.1)
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Sa notam cu(¢) functia generatoare a sirului lui Fibonacci. Daca inmuigitrl) cu ¢"*2 obtinem
Frpot™? = t(E ot 4+ t2(E,t7).
Sa sumam egalitatea de mai sus dupa 0,1, 2, . ... Obtinem
Fot? + Fyt3 + Fytt - = t(Fit + Fot?> + Fst® - ) + t2(Fy + Fit 4+ Fot> + - +)

Egalitatea de mai sus se poate rescrie

F(t) — (Fy + Fit) = t(F(t) — Fy) + t2F(t)

=S F)—(14+t) =t +tHF{) —t <= Ft)(1 -t —t*) = 1.
Deducem de mai sus urmatoarea egalitatea surprinzatoare.
1

1—t—1t2
Recunoastem la numitor ecuatia caracteristica a recutankbonacci.

Putem descompune functia rationala de mai sus in fractplsinNotam cu-, ro radacinile ecu-
atiei caracteristice

F(t) =

r2—r—1=0.
Are loc egalitatea
1—t—t2=(1—rit)(1 —rot).

Deducem ca
1 B 1 __A B _AQ-nt)+B(t-nt)
(1—t—t2 (1—rt)(1—rot) 1—rit  1—1rot 1—t—¢t2

{ A+B =1
rA+rB = 0.
Determinantul acestui sistem este— ry de unde rezulta ca
T T9

- T —T2 - o —T1

Prin urmare
1 1 r9 1 I} nan 72 nn
F(t) B 7”1—7“21—7”1t +7“2—7°1 1—7“2t B 7”1—7“2<nz>:orl >+T2—7“1 <nz>:0rz >

Rezulta de aici binecunoscuta formula

n+1 n+1
T r
F,=—1 2 O
KT — T2 ro — 71
Exemplul 2.6 (Relatiile lui Newton). Polynoamele simetrice elementarerirvariabilery, ..., 7
sunt date de relatiile
co=1, ci(r,...,rp) =114+ 1, cp(r,...,m) = Z Tiy o Tip -

1<t <ig<--<ip<n
Este binecunoscut faptul ca aceste expresii satisfadilelat Viete
Ct) = (1 —rt)(1 —rat)--- (1 —rpt) = co — ert + cot® + - + (—=1)"cut™

Asa numita teorema fundamentala a polinoamelor simetpoaes ca orice polinom simetri§ in
variabilelery, ..., r, se poate exprima ca un polinom in variabilele. . . , ¢,,

S(riy...,mn) =S(c1y. .. cn).
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Mai mult, dacasS are coeficienti intregi, atunci §l are coefficienti intregi.
De exemplu,
r%—kr%—k---—l—r%:cf—%g. (2.2)
Acum cateva sute de ani Isaac Newton a descris un procedee &agant de a exprima polinoamele
simetrice
Pr(T1y .y ) :r]f+r§+~'+rf” k>0,
ca polinoame in variabilele;. Astfel, egalitatead.2) se poate rescrie ca
P2 = c% — 2co.
Chiar si cazul urmator, al polinomulwg, pare a fi destul de complicat.
Newton a avut inspiratia sa descrie polinoamglenu pe rand, unul cate unul, ci toate deodata,
folosind functia lor generatoare,
P(t) = po + pit + pat® + -,
careia i-a gasit o descriere foarte simpla. lata arguméumtdlewton.
Sa observam in primul rand ca
P(t) :n+(T1—I—-"—I—Tn)t—l—(?"%—l—-"—l—?"%)t2—l—'-'
= (1 4rt+rt2 4+ )+ + (L+rpt +1r2t2)
S
1=t 1—r,t

Prin urmare,

n

P(t)_"zz(l—lrkt_l) :znjlililt

k=1 k=1

Derivand polinomulC'(¢) obtinem
d d 1
ac(t) =% H(l — 1gt)

k=1
=—r1(1=rot) - (L—rpt) —ro(1—rit)(L—rgt) - - (1 —rpt) — - —rp(L—rit) - - (1 = rp_1t),
de unde deducem,

C'(t) _Z": r C'(t)

Clt) ~ 2iom ow W
Acum putem rescrie ultima egalitate sub forma
—tC'(t) = C(t)(P(t) — n).
Daca ne reamintim ca
Ct)=1—cit+cot®> —---, tC'(t) = —crt + 2c9t® — 3est> + -+,
Si
P(t) =0 =pit +pat? + -+
deducem
et — 2cot? + 3e3t® — - = (1 — eyt + cpt? — - ) (prt + pot® + - -).

Relatiile lui Newton se obtin identificand coeficientii itfiin cele doua parti ale egalitatii de mai sus.

p1 =1, p2 —pi1c1 = —2¢2, p3 — p2c1 + prce = 3¢z,

Pk —Pe_1c1 + -+ (=D piep g = (1) key, Vhk<n (2.3a)
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Pk —Pr—1c1+ -+ (=1)"pg_ncn =0, Vk > n. (2.3b)
De exemplu, avem
P3 = pac1 — p1Co + 3cg3 = cl(c% —2¢9) — c109 + 33 = ci’ — 3¢9 + 3es. a
Exercitiul 2.7. Descrietip, ca un polinom in variabileley, o, c3, ¢4. a
Exercitiul 2.8. Sa presupunem ca sunt datenultimi finite A4, ..., A,,. Notam
I, :={1,2,...,n}, A:=Upr, A
Pentru orice submultim& C {1,2,...,n} notam cur(S) cardinalul multimii

Ds:{aeA; a€ A, Vs€S, ad Ay, if k&S},

iar cu R(.S) cardinalul multimii

Ag = ﬂ Aj.

jES
(a) Folosind principiul includerii-excluderii demondirea
r(8) =Y _ ()T SIR(T).

T2S

(b) Demonstrati ca

> r(9)2 =" Rz -1, VzeRr

Scln TCIn

FIGURE 1. Regiuni interzise pe o tabla de sah dertip n.

Exercitiul 2.9. Sa consideram o tabla de sah dertip n. Numimdistributie neagresivale turnuri
pe aceasta tabla o distributie deturnuri incat nu exista doua turnuri pe aceeasi linie sanar@.
Definim oregiunea tablei de sah ca fiind a submultime a multimii tuturor celdpatratele (vezi Fig
1). Pentru o regiunel a tablei de sah si orice intrédg> 0 introducem urmatoarele notatii.

e 7.(A) := numarul de distributii neagresive cu proprietatea ca ekactrnuri se gasesc in
regiuneaA.

e R;(A) :=numarul de distributii neagresive cu proprietatea ca céhguturnuri se gasesc in
regiuneaA.

o ra(z) = 3 oomk(A)zF, Ra(z) = 3,5, Ri(A)z*. Observati car4(0) este numarul de
distributii neagresive cu proprietatea ca nici unul dimtui nu se afla in regiunea “interzisa”
A. Polinomulr 4(z) se numest@olinomul turnurilor asociat regiuniiA.
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(a) Aratati ca pentru orice regiunga tablei de sah are loc egalitatea
ra(z) = Ra(x —1), VE>0.
(b) Calculatir 4 () cand A este fie multimea vida, fie una din regiunile colorate cu gfigurel. O

3. ECUATII CU DIFERENTE

Sa consideram un sir de numere refalg},,>0. Sa notam cu(t) := Fg(a,;t) functia generatoare
a acestui sir. Putem considesiaul diferentelor

(Aa), = apt1 —an, n=0,1,2,....

Putem sa ne gandim la sir§Aa),, } ca fiind derivata sirului{a,}. Dorim sa exprimam functia
generatoare a diferentelor finite cu ajutorul functiei gatwa a sirului initial. Sa notam c\a(t)
seria generatoare a sirului de diferente fiunite

Sa observam ca

(1—t)a(t) = (1 —t)(ag +art +agt* +---) = ap + (a1 — ag)t + (ag — ay)t> + - -- = ag + tAa(t).
Deducem ca
sat) = = ar) ~ Ty = glt)a(t) ~ Jao @)

unde ug(t) este functia rationald-t.
Putem defini inductiv “derivatele de ordin superior”

(AFHlq), = (A(Aka) ),
De exemplu,
(A2a)n = (Aa)n—l—l - (Aa)n = (an+2 - an—i—l) - (an—l—l - an) = Qp+2 — 2an—i—l + ap.
Notam cuA*a(t) functia generatoare a sirulti®a. Aplicand @.1) iterativ deducem
A¥a(t) = AR a(t) — (A a)o

- {200 + (84 a0 }

1
=q'a+ ;{ ¢"lag + " Aa) + o+ (A a)g |
Are loc deci identitatea

= ¢ AF2q(t)

1 o 11—t
k _ Kk k—1— —
Ara(t) = ¢"a(t) - - Zq [(Aa)o, q:=——. (3.2)
7=0
Corolarul 3.1.
k
Akq), = " Y > 0. .
(A”a) Z(n—j)a 45, Vn, k>0 (3.3)
7=0
Demonstratie. Din identitatea 8.2) deducem
k-1
t*Akq(t) = (1 - t)Fa(t) - Y (1 - )T (Ada)y.

II
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Termenul(A¥a),, este coeficientul lut**™ in seriat® A¥a(t). Observand c#l este un polynom de
grad mai mic decat, deducem cdA*a),, trebuie sa fie egal cu coeficientul it in |. Folosind
binomul lui Newton deducem ca acest coeficient este egal presia din partea dreapta a egalitatii

(3.9. ]
Definifia 3.2. Spunem ca un sifa,, },>0 Satisface aecuatie cu diferenfe omogena de ordirmaca
exista niste constante realg c1, . . ., ¢, ¢, # 0 astfel incat

cr(A*a), + 1 (A ta), + -+ e1(Aa)y, + coan =0, Yn > 0. (3.4)

O

Daca sirul{a,, }»>0 cu functia generatoare(t) satisface ecuatie3(4) atunci rezulta din%.2) ca
seriaa(t) satisface ecuatia

k
ozzcz<t’f—£(1 — k= thJ 179 (Ada)g )
Prin urmare

(Z ct" 1 —1) ) Z cotht Z (11—t (A a),
Sa observam ca termenul din partea dreapta a egalltatu dsumaste un polinom(t) de grad mai
mic decatk ai carui coeficienti sunt complet si unic determinati de i\dsele initiale”
ag, (Aa)g, . .., (AF1a),.
Ajungem la urmatoarea concluzie.

Corolarul 3.3. Daca sirul{ay, },>0 Satisface ecuatia cu diferent®.g) atunci functia lui generatoare
a(t) este o functie rationala de forma

) r(t)
Qa =
- cr(1 —t)F + cp_1t(1 — )k . 4 coth’

unde gradul numaratorului(t) este mai mic decat gradul numitorului. O

Exercitiul 3.4. (a) Aratati ca pentru orice polinom de grad
u(t) = upt® + up_1tF N+ ug, wg #0,
exista constantele, . . . , ¢; unic determinate de egalitatea
wpt? +up_ 1 tF TN 4 ug = (1 — O et (1 — )P+ eot”
(b) Aratati ca un sir de numere redle, } satisface o relatie de recurenta de forma

UkQpik + Up—1Qpyk—1 + -+ + upan =0, Vn >0, (3-5)
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daca si numai daca satisface o ecuatie cu diferente de f@&#a Deduceti ca un sifa, } satisface
o relatie de recurenta de forma§) daca si numai daca functia lui generatoare are forma

a(t) = av

Cupth ug g thl g

unde gradul lui- este mai mic decadt. O

Exercitiul 3.5. Aratati ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente.
(a) Sirul{a,} satisface ecuatia cu diferente

(AFa), =0, Yn>0

(b) Exista constantey, c1, . . ., ¢, astfel incat
u n - n
ap = ch (j) = Z (k‘)cn_k’ Vn > 0.
7=0 k=0

(c) Exista constantéy, d; . . ., dj, astfel incat

k
an:Zdjnj, Vn > 0. O
j=0

Exercitiul 3.6. Sa consideram sirdla,, },,>( care satisface relatia de recurenta
Gpn+2 = Dap+1 — b6a,, Yn > 0.
Aratati ca satisface ecuatia cu diferente
(A%a), —3(Aa), +2a, =0, ¥n>0. O

Exercitiul 3.7. Pentru orice intregd < & < n notam cuf, ; numarul de submultimi de cardinal
ale multimii {1, ... ,n} cu proprietatea ca nu contin nici o pereche de numere corgecAratati ca

n—k+1
jﬁﬁ'_ < k >7

n
E fnk ::F%+2;
k=0

unde{ F,,} este sirul lui Fibonacci. O

Si

4. FORMULA DE INVERSIUNE A LUl LAGRANGE

Pentru a formula rezultatul principal al acestei sectivglbtie sa facem cateva observatii prelim-
inare.
Definim oserie Laurent formalaa fiind o expresie de forma

apt ™" + a_k+1t_k+1 +a_1t™' Fag+art +ast? +---.

O serie Laurent formala este cu alte cuvinte suma dintreie s@mala de puteri si un polinom in
t~1. Notam cuR[[¢, '] multimea seriilor Laurent formale.

Sa observam ca putem aduna si inmulti doua serii formale@asiare fi polinoame, iar multimea
R][[t,t~!] devine inel comutativ cu unitate cand este inzestrata ctatippe de adunare si inmultire.
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Operatorul de derivare formal2 se extinde in mod evident si la seriile Laurent. PropoZitibl
se extinde si la cazul seriilor Laurent. In particulBrsatisface regula lui Leibniz si pentru produsul
a doua serii Laurent.

Dacaa(t) este o serie Laurent formala, iaeste un intreg, vom nota dtf']a coeficientul luit* in
dezvoltarea luiz. Coeficientul luit~! in a(t) se numesteeziduulseriei Laurent si il vom nota cu
Resa.

Propozitia 4.1. Dacaa(t) = ag + a1t + ast* + - - - € R[[t]] este o serie formala de puteri atunci

L [0)(Da). 0

— [+1 -
an = [t"a(t) = —
Definitia 4.2. Pentru orice intredg: vom spune ca o serie LauremtesteO(k), si scriemu = O(k),
daca are forma

u(t) = t*a(t), a(t) € R[[]. O
Cu alte cuvinte,
u(t) = O(k) <= u(t) = upt’ + upyrt" 1 4.
De exemplu, faptul ca o serie Laureneste o serie formala de puteri, adica nu apar puteri negative
ale luit, se poate scrie = O(0).
Putem reformula principiul separarii formale folosind ate O.

Teorema 4.3(Principiul separarii formale in notatia O). Fie u,v € R[[¢]]. Atunci

u=uv<=u(t)—v(t)=0(k), Yk>0. 0
Sa observam ca daca
v(t) = vit +vat® + - = O(1),
iar u(t) = up+uit+usgt?+- - = O(0) este o serie formala oarecare, atunci putem dedimipunerea
lor
wou(t) == up + ur (vit + vt + -+ )+ ug(vit + vot? -+ )2 4+ -
= ug + (u1v)t + (u1vg + ugv? + ugv?)t? + - -

Coeficientul luit* in u o v este descris de ysolinomuniversal in variabilele:, . . ., uy, v1, . . . , vk.

Teorema 4.4(Derivarea compunerii). Fie u € R[[t]] siv € R[[t]] astfel incatv = O(1). Atunci

D(uow) = ((Du)ouv) - (Duv). (4.1)
0

Exercitiul 4.5. Sa presupunem ea v € R][¢]], iarv = O(1).
(a) Aratati ca pentru orice intreg pozitkvare loc egalitatea

Je(wov) — (Jru) ov =0(k + 1), (4.2)
unde reamintim cd;, este notatia pentri-jet.
(b) Demonstrati egalitated (1) folosind @.2) si principiul separarii formale. O

Exemplul 4.6 (Puterile intregi ale unei serii Laurent). Sa presunem ca(t) = O(1). Atunci,
pentru orice intreg: > 0 putem defini serigl + v)!=*! ca fiind compunerea

(1L+ o)M= wou(t), wt)=1+17F=> (1" <n _ktﬁz 1>tn.

n>0
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Lasam cititorului sa verifice folosind principiul separddrmale ca pentru orice intreg pozitivare
loc egalitatea

1+ (o) =1,
adica seria1 + v)[=* este inversa seridil + v)* in inelul R[[¢]]. Din aceasta cauza vom scrie
(1+ )% inloc de(1 + v)=*.
Mai general, daca # 0, putem defini

(c+ )= P14 y)h,
In particular, deducem ca daga= ug + uit + ust? + - - - € R[[t]] este o serie formala astfel incat
Jou = ug # 0, atunci putem defini,(¢)" ca o serie formala, pentrrice intregn. In plus, au loc
egalitatile
wu " =1, VneZ
Daca mai sus alegem > 0, si apoi derivam folosind regula lui Leibniz deducem
(Du")u™" +u"(Du™") = 0 = u"(Du") = —nu"" " (Du)u™" = —nu~ ' (D).
Inmultind ambele parti ale ultimei egalitati ear™ obtinem
Du™" = —nu """ (Du).
Am demonstrat astfel urmatorul fapt.
Du™ = mu™ " (Du), ¥m e Z\{0}, ueR[[t], Jou#0. (4.3)
Sa observam ca dagdt) este o serie Laurent formala, atunci o putem decrie ca uruprod
u(t) =t"(go + qut + -+ ),
undek este un intreg, iagy # 0. Dacan este un intreg, putem defial® prin egalitatea
u =g+ qut 4+ )"
Egalitatea 4.3) se extinde si la acesta situatie mai generala. O

Definitia 4.7. O serie

w =it + ugt® +--- = O(1)
se numest@versabila functional(sau pe scurtf-inversabilg, daca exista o serie
y:v1t+v2t2+--- :O(l),

astfel incat
wou(t) =vou(t) =t
Vom folosi notatia
v(t) =u" (),
si vom spune ca(t) esteinversa functionala serieiu(t). O

Exercitiul 4.8 (Teorema functiilor implicite formale). Aratati ca o serieu(t) = O(1) este f-
inversabila daca si numai da@@du # 0, adica coeficientul lut in u nu este zero. In acest caz
admite ounicainversa functionala. O

Remarcad.9. Sa presupunem egt) este o serie formala care admite o inversa functionakstunci
seriau este convergenta, daca si numai daca sedate convergenta. Acest fapt este cunosctut in
analiza sub numele de teoreffaactiilor real analitice implicite O
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Dorim sa rezolvam urmatoarea problema.

Dacau(t) = uit + ugt? + - - - este o serief-inversabila (adicau; # 0) sa se descrie coeficietii
seriei inverse in functie de coeficietii serig(t).

Problema de mai sus se poate rezolva prin metoda coeficieméitieterminati, dar calculul coefici-
etilor inverseiu!~") devine oribil de complicat. Formula de inversiune a lui Laagge descrie in esenta
un algoritm de calcul al coeficientilor seriei inverse caeendaulte ori produce rezultate interesante.
In demonstratia acestui algoritm vom avea nevoie de urmiafapt elementar dar fundamental.

Lema 4.10(Teorema formala a reziduurilor). (a) Dacaa(t) este o serie Laurent, atunci reziduul
derivatei Da este zero, adica
Res Da = 0. a

(b) Daca seriau € R[[t]] estef-inversabila atunci are loc egalitatea
Res g_lDQ =1.

Demonstratie. Partea (a) rezulta din observatia ca mononul nu este derivata nici unei serii
Laurent. Pentru a demonstra partea (b), scriesub forma

E:ullL/‘|‘uZt2—|-"':ZL/(’ull—l—'ugt—i-u')7

r
undeu; # 0 deoarece: estef-inversabila. Atunci
g_l = t_lr_l, Du=r+tDr — g_ng =t '+ 'Dr
Sa observam ce ! Dr € R[[t]], si prin urmare
Resr 'Dr =0 = Resu 'Du = Res(t ' +r 'Dr) =Rest ! = 1. 0
Teorema 4.11(Formula de inversiune a lui Lagrange). Fie
u(t) = uit + ust® + -+ € R[[1]]

o serie f-inversabila, adicau; # 0. Notam cus(t) = st + sot? + - - - inversa ei functionala. Daca
scriemu(t) sub forma

u(t) =tr(t), r(t)=us +ugt+ugt® +---
atunci

nsp, = n[t"]s(t) = Resu™"™ = [t")r(t)™".

Demonstratie. Sa scriem
s(t) = Z Smt™.
m>1
Atunci are loc egalitatea
t=s(u(t)) = Z Smu'™.
m>1
Derivand obtinem
1= Z msmu™ ' Du.

m>1

Inmultind cuu~" deducem
IT— Z msmu™ " Du.
m>1
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Sa observam ca daega # n, atunci
1
m—n
si din teorema formala a reziduurilor deducem
Resu™ ™" Du =0, Ym # n.

U Dy =

Dum—n’

Deducem ca
Resu™™ = ns, Resu"'Du.
Folosind partea (b) a teoremei formale a reziduurilor deduc
ns, = Resu™™ = Res(t™"r™") = [t (¢t "r(t)™™) = " r(t) ™. O
Exercitiul 4.12. Sa presupunem ca seli@) € R[[t]] estef-inversabila, si sa notam
1)
Vi=u .

Folosind tehnica de demonstratie a Teorethéilaratati ca

ot = Bty (L) = B, (4.4)

n u n
In particular, dacau(t) are forma

u(t) = -

IOk f(t) = fo+ fit +--- €R[[t]], fo#0,

atunci
"ok = S (45)
O
Exemplul 4.13. Formula de inversiune se poate intelege cel mai bine dacestwdm pe un exemplu.
Sa presupunem ca o serie formala de putgi satisface o ecuatie de forma
s =t(1+as)’,
unde/ este un intreg, iati = 0 un numar real. Daca definim
u(t) = t(1 4 at) ™,
deducem ca
u(s(t)) =t
adicas este inversa functionala a serieiPutem scrie
5 =51t + 5912 -+,
iar formula de inversiune a lui Lagrange ne spune ca

L1 ¢
n=—[t""1(1 + at)"".
sn = ("1 + at)
Dacal > 0, atunci deducem din formula binomului lui Newton ca
1l .y 1 (nl+1\ ,_,
Sn_n<n—1>a _n€+1< n )a ' (4.6)

Dacal < 0, atunci din egalitateal(3) deducem

(1 + at)—nm _ Z (_1)m <’I’)’L + 7”L|f| - 1) amtm,

m
m>0



METODA FUNCTIILOR GENERATOARE 17

Si prin urmare

. (n +nlf] — 2> (ayt = (; (n(wy +1) - 1> Co-l @n

n n—1 )| +1)—1 n
0
Exemplul 4.14. Seria de puteri
1, 1 1, _
este inversabila. Inversa ei este seria formala
r(t) = it +rot® 4o
unde .
o 1 n—11 nt __ n"”
o= e ==
Exemplul acesta este foarte interesant din cauza ca s@fiaapare in combinatorica in problema
numararii arborilor, adica a grafurilor conexe care nu &ludi. O

Exemplul 4.15 (Numerele lui Catalan). Pentru orice intregr > 1 vom nota cuC,, numarul de
posibilitati de descompunere a unui polygon convexct 2 varfuri etichetate in n triunghiuri, cu
ajutorul cu ajutorul gn — 1) diagonale care nu se intersecteaza. Astfel de triang@ammn numi
triangulari simple NumereleC,, se numesc numerele lui Catalan. Figararata caC; = 1 si
Cy = 2.

FIGURE 2. Triangulari ale unui polygon convex cu ajutorul diagonalel

Sa construim functia generatoare
O(t) = Ot + Cot® +--- .

Dorim sa gasim o relatie de recurenta pentru humerele lul@atpe care sa o0 putem exprima in
termeni de functii generatoare. Vom nota cardinalul undtimu A cu |A|.
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(n+2)

FIGURE 3. Triunghiul A.-.

Fixamn > 2. NumarulC,, 1 este numarul de triangulari simple ale uni poligon conf{fegu
(n+3)varfurio, 1,...,(n 4+ 2). Notam cuJ multimea acestor triangulari. Pentru orice triangulare
T € 7, latural0, (n + 2)] a poligonului? apartine exact unui singur triunghi al triangularii Notam
acest triunghi cu\ -, iar cuv.- varful lui A diferit de0 si (n + 2); vezi Figura3. Este evident ca

ve €{1,2,...,n+ 1}.
Pentru oricek € {1,2,...,n + 1} notam
Ty = {T €T, ve=k,}.

Are loc egalitatea
n+1

7= 1T%l-
k=2

Distingem doua cazuri.
Cazull.k =1,(n+1). Fier € Tx. In acest caz tringhiul\ - are o singura latura care este diagonala
a lui P. Aceasta diagonala imparfein doua parti: triunghiulA - si un poligon cu(n + 2) varfuri.
Deducem ca

"Tk‘ =C,, k=1, (n + 1).
Cazul 2. 2 < k < n. In acest caz, diagonale(8, k] si [k, (n + 2)] impart P in doua poligoane
convexe: un poligof” cu (k+1) varfuri, 0, .. ., k, si un poligon®” cu (n+3—k) varfuri, k, ... , (n+
2). Rezulta ca

Tk = Cr—1Crg1—-

Deducem din discutia de mai sus ca

n n—1
Cr1=2Cn + Y Ch1Criip =2C, + > CiCnj, ¥n>2.
k=2 j=1

Inmultind egalitatea de mai sus ¢!, si apoi sumand dupa > 2 deducem identitatea

n—1
D Cogat™ =20 Cut" 1Y (Z Oan_j)t",

n>2 n>2 n>2 j=1
pe care o putem rescrie
Ct) —t—2t2 =C(t) — Cit — Cot? = 2¢(C(t) — Cit) +tO(t)?

— C(t) —t = 20C(t) + tC(1)> = C(t) = t( 1+ C(1) )™
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Suntem exact in situatia descrisa in Exemgldl3 cazul/ = 2, a = 1. Deducem din4.6)

o _ L (m+1y__1 (o
" oan+1 n n+1\n)

Drum pe deasupra diagonalei

|
1

«— Drum pe sub diagonala

FIGURE 4. Drumuri laticiale.

Exercitiul 4.16. Fie P si  doua puncte laticiale in plan, adida Q € Z2. Un drum laticial de
lungimen de laP la @ este un sir de puncte
Py,P,,...,P,eZ?
cu urmatoarele proprietati.
e Phy=P,P,=0Q.
e Pentru oricék = 1,...,n, avem fieP, = P,_1 + (1,0), fie P, = P._1 + (0, 1).
Cu alte cuvinte de-a lungul unui drum, pasii au lungiing sunt indreptati fie catre Est, fie catre

Nord. Sa notam c('(®, P) numarul de drumuri laticiale de IR la () care nu trec deasupra diago-
naleiy = x (vezi Figurad). Aratati ca daca

P = (070)7 Q = (n,n)
aratati ca

1 2n
QP =6 = (). -

5. SRURI DE POLINOAME

In aceasta sectiune initiem descrierea unui formalism mmodare se ascunde in spatele multor
probleme din combinatorica. Intr-o forma sau alta, acesteuti erau cunoscute marilor clasici ca
Euler, Lagrange, Gauss, Cauchy. In cele ce urmeaza vommarargradul polinomului triviap = 0
este—oo.

Definitia 5.1. (a) Un sir bazic de polinoameste un sir de polinoamg,(x) € R[z], n > 0 cu
proprietatea ca
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(b) Unsir binomialeste un sir bazic normalizgp,,(z)},>0 cu proprietatea ca

n

pn(z+y) = Z <Z>pk(x)pn_k(y), Vn >0, z,y €R. (5.1)

k=0

(c) Dat fiind un sir basidp,,(z)}, definim functia lui generatoare prin

P
PE( ) - Fgcxp pn “
n>0
Aceasta serie poate fi gandita in doua moduri: fie ca o seriatée pi carui coeficieti sunt polinoame,
fie ca o familie de serii de puteri parametrizata de variahila O

Exemplul 5.2. (a) Formula binomului lui Newton ne spune ca sirul de polined, z, 22, ... este
un sir binomial. Functia lui generatoare este

1 1 2 tx

L+ ot + 5 (@t)” + - = e
(b) Sa presupunem ¢At) € R[[t]] este o serigf-nversabila,

g(t) =gt + got> + -+, g1 #0.
Pentruz € R fixat formam seria formala

Go(t) := ™D,
Atunci G (t) admite o dezvoltare de forma
G () :po(x)+]¥t+p22( Jp ...,

unde{p, (x)}»>o este un sir basic normalizat.
Sa observam ca

Gm(t)Gy(t _e;c-|—y an x“l_y

n>0
Pe de alta parte
GG, (1) = (X ) - (30 )
k>0 7>0
pn k(y n __ n i
— 7;) (k > 7]{7' n — k‘) )t nz>:0 (k—%;n <k>pk(l')pn—k(y)> H

Rezulta ca sirul de polinoam{g,,(x)} este un sir binomial. Sa observam ca situatia (b) continaca u
caz special situatia (a). Pentru a vedea acest lucru coasidseria

n>0
Rezulta ca daca alegeptit) de forma cea mai simpla posibila(t) = ¢, obtinem sirul binomial
fundamentafz"},,>o.
(c) Pentru oricer > 1 definim
], =z(x—1)--- (z —n+1).

Pentru uniformitate defininr]o = 1. Sa observam ca sirglz],, } este un sir bazic normalizat. Vom
arata prin doua metode diferite ca sifu),, este un sir binomial.
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Prima metoda este prin inductie. Trebuie sa demonstrantitaltea

n
[z + Yl = kz_o <Z> [Z]n—r[y]k, Vo, y € R,Vn € Z>o.
Daca fixamzx arbitrar, este suficient sa demonstram ca aceasta idergg#g valabila pentru orige
intreg nenegativ Vom arata prinnductie dupay ca identitatea de mai sus este valabila pentru orice
n.

Candy = 0 afirmatia este triviala. Pentru pasul inductiv sa observarmpantru orice numar real
are loc identitatea

[z 4+ 1] — [2]n = n[2]n-1, VN >1.

Prin urmare,
R S R UTIEES ol () ESE of (il LR
_Z< > n—k[Y ’H'Zk( > k(Y] k— 1—Zn:<Z>[$]n—k([y]k+k[y]k—l)

k=0

—Z() n—k[y + k-

Cealalta metoda de demonstratie foloseste functia geraeeah acestui sir

n>0

Conform Exercitiuluil.10, pentruz fixat, seriaS,(¢) este convergenta camg < 1, iar suma ei este
functiat — (1 + ¢)*. Daca scriem

(1 + t)w _ 6:Elog(l-l-t)

observam ca ne aflam exact in situatia descrisa in exempluhgie
2

g(t)zlog(1+t):t+5+§+-”-

Aceasta arata din nou ca sirlz],, } este binomial. 0

Exemplul5.2(b) ne arata ca dadég,, (p.(z); t) are forma

P(t) =W, s(t) € R[t]], s(t)=0(1), [t']s(t) #0
atunci sirup,,(z)} este binomial. In cele ce urmeaza, dorim sa producem aleicde recunoastere
ale sirurilor binomiale.

Definitia 5.3. Un operator admisibileste o aplicatie
L:Rlz] - Rlz], Rlz]>p+—— Lp
care satisface urmatoarele conditii.
e [ este liniar, adica,
L(Ap+ pq) = ALp+ puLq, YA\, u € R, p,q € Rz].
e grad Lp < grad p, Vp € R|z].
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(b) Unoperator diferentialeste un operator admisihil care satisface conditiile
L1=0, grad Lp =gradp — 1, Vp € R[z], gradp > 0. O

Vom nota cuOp multimea operatorilor admisibili si cDiffOp multimea operatorilor diferentiali.
Compunerea a doi operatori admisibilj 7" este un operator admisibfl o 7. Pentru a simplifica
notatia, vom scries7" in loc deS o T'. De asemenea, vom folosi notatia

Sk:=80S0---08.
—_——
k
Definim
Op™ := {T € Op™: gradTp = gradp, Vp € R[z] }
Exemplul 5.4. (a) Operatorul

_ b

D, :Rlzx] — Rlz], Dyp= 17

este un operator diferential.
(b) Operatorul
A:Rlz] = Rz], (Ap)(z) =p(z+1) - p(z)
este operator diferential.
(c) Pentru un numar readl definim Ej, : R[z] — R[x] prin egalitatea

(Enp)(z) = p(x + h).
Ej, este un operator admisibil nun@dperatorul de translatie ci. Sa observam ca
A=F —1,

undel este aplicatia identicR[z] — R[z].
(d) Operatorul lui Bernoulli

r+1
B : R[z] — R[z], p|—>/ " p(t)dt

este un operator admisibil care pastreaza gradul, dglicaOp*.
(e) Dat fiind un operator diferentidl, si o serie formala de puteri

u(t) = Z Unt",
n>0
putem forma operatorul admisibil
u(L) = Z u, L™,
n>0
a carui actiune pe un polinomeste data de
u(L)p = uop +uilp + -+ +upL"p 4+ -

Sa observam csuma de mai sus este finpp@ntru cd.™p = 0, pentru oricen > grad p. De exemplu,
are loc egalitatea

E), = eP=. (5.2)
Pentru a vedea acest lucru, folosim formula lui Taylor caune ca

(Ewp)() = pla+) = 3 (@) = S0 o)) = (32 207 )p(a).

n>0 n>0 n>0
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In particular, rezulta ca
A =ePe —1. (5.3)

Exercitiul 5.5. Aratati ca dacd. € DiffOp, iar u, v € R[[t]], atunci
w(L)v(L) = (u-v)(L) si uw(L) =0<= u=0. O

Propozitia 5.6. Orice operatorT € Op* este inversabil, iar inversul lui este un operator admisibi
care pastreaza gradul.

Demonstratie. Sa observam mai intai CReste injectiv. Intr-adevar, da@ = Tq atunci
T(p—q) =0= grad(p — q) = grad0 = —co = p — ¢ = 0.
Sa notam cR|z],, multimea polinoamelor de grad n. Este clar ca
T : Rlz], C Rlz]n,

si vom arata ca aplicatid : R[x],, C R[z],, este surjectiva.
Consideram matriced = (a;;)o,<i,;j<n definita de egalitatile

n
Ta? = E ajjz', j=0,...,n.
i=0

Sa observam ca daca
q(x) =g+ qr+ -+ gz,

atunci
Tq=po+ -+ ppa",
unde
Do q0
p1 q1
. =A- i . (5.4)
Pn dn

Privim egalitatea§.4) ca pe un sistem liniar, in care necunoscutele sunt coefiicign A rezolva
ecuatia

Tq=p, p€ Rz,
in care necunoscuta este polinomuE R[z],, revine la a rezolva sistemul linias.4). Deoarecel
este injectiv, deducem ca sistemul de mai sus in pare 0 are doar solutia trivialg; = 0. Rezulta
cadet A # 0, adica matriceal este inversabila. Rezulta ca pentru orice polinom R[z],, exista
un singur polinomy € R[z],, astfel incatlTq = p. O

Exemplul 5.7. (a) Operatorul de translatig, pastreaza graduky;, € Op™. Prin urmare este bijectiv.
Inversul lui este operatorul_,.
(b) Operatorul lui Bernoulli pastreaza gradul si prin urenaste inversabil. Sa observamigaB =
A, si deci putem scridprmal
B=AD!.
Egalitatea de mai sus ar trebui pusa intre ghilimele fiinguratorul de derivar® nu este inversabil.
0
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Sa presupunem d@, (x)} este un sir bazic. Acestui sir ii asociem o aplicatie
R = :R{pn} : R[m] — R[m], R(CLO +a1x+ -+ anxn) = appo + alpl(x) +-+ anpn(w)'

Este evident c& este un operator admisibil. Il vom num@perul asociat sirului baziép,,(z)}. Sa
observam ca
R(z") = pn(x), ¥n >0,
si prin urmare
grad Rg = grad ¢, Vq € Rlz|, g #0. (5.5)
Rezulta caR € Op*. Folosind Propoziti&.6 deducem urmatorul rezultat.

Corolarul 5.8. ReperulR asociat unui sir basidp,(z)},>o este bijectiv, iar inversul lui este un
operator admisibitR~! care satisface conditiile

R1p, =2, Vn >0,
grad R™1qg = gradq, Vg € Rlz]. (5.6)
g

Corolarul 5.9. Fie {p,,} un sir basic. Orice polinony de gradn se descompune unic sub forma
q(x) = qopo(x) + qup1(x) + - -+ + qupn(x), Yz €R,
undeqg, . . ., ¢, sunt numere reale.

Demonstratie. PolinomulRg(x) admite o descompunere unica de forma
Rq(x) =Y gra®.
k=0
Prin urmare ; .
g(z) =R (Rq(z)) = D qu(Ra") =D qrpe(a). 0
k=0 k=0

Sa presupunem ga= {p,(z)} siqg = {g,(x)} sunt doua siruri bazice cu repeRg si respectiv
R4 Atunci avem un operator liniar

Typ Rlz] = Rlz], Ty = RpR!

Sa observam ca
‘Tq/ppn = Rq((%lpn) = Rq(xn) = dQn-
Vom spune d, /,, este operatorul de tranzitie degéa . Acestui operator ii asociem matricea infinita
A(q,p) = (aij)o<i,;
definita de egalitatile

i
45 = Z QijPi
j=0

Aceasta este 0 matrice triunghiulara superior, adica amsego

app apr  ao2

0 ann a2
A= 0 0 a2
0

0 0 ass
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Vom spune cal(q, p) estematricea tranzitiede lap la g. Aceasta matrice este inversabila, iar inversa
ei este matricea tranzitiei dedda p. Sa observam ca operatorul reper asociat sifylli este exact
operatorul de tranzitie de la sirul canodic™ } la sirul {p, (x)}.

Exemplul 5.10. (a) Sa consideram sirurile baziep, (z) = (z — 1)" } si { go(z) = 2™ }. Din
formula binomului lui Newton deducem

=1+ (—1))" = zn: <">(x—1)m

m=0

si deducem ca matricea tranzitiei depléa ¢ este data de

(@ O O ]
0 () @)

Recunoastem mai sus triunghiul lui Pascal.
Un sir de numere reale se poate gandi ca o matrice infinita @ucaslinie

X = [zo,71--]
Prodususll” = X A este o matrice infinita cu o singura linie

Y = [y07y17”']7
unde

" /n
Yn = Z <k>wk, Vn > 0.

k=0
Pentru a calcula matricea inversa adufolosim din nou formula lui Newton

(z—1)" = Zn:(—l)"—k <Z> ok

k=0
si deducem ca matricea inversa afueste

(O -0 @ —©) ]
B -0 O
0o G -6

v
|
>
I
o o

Rezulta ca
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si deci
n
" = —1)nk . 0
= (o
Rezulta de aicformula de inversiune binomial@omparati cu ExercitiuB.5(b).)
" n n . {n
Yn = Z <k‘> Tk, Vn>0<—= x, = Z(—l)” k <k‘> Yk, Vn > 0. (5.7)
k=0 k=0
O

Exercitiul 5.11. Consideram doua siruri de numere reéig, },,>0 Si {yn }n>0. Formam seriilor lor
generatoare de tip exponential

w(t)zz Tn ,a y(t Zyn wh

n>0 n>0
Aratati ca
n
n
— , Vn >0« y(t) =ea(t
I kz_o(k)xk n> 0= y(t) = a(t)
si deduceti de aici formula de inversiune binomiala. O

Definitia 5.12. Dat fiind un sir bazid{ p,,(x) } cu reperR, definim
L:R[z] — R[z], L:=RD,R!
si il vom numioperatorul fundamentadl sirului {p,,(x)}. O

Propozitia 5.13. Fie un sir basic normalizafp,(z)} cu operator fundamentdl. Atunci au loc
urmatoarele.

(a) L este un operator diferential care satisface

Lpn, = npp—1, Vn > 1. (5.8)
(b) DacalL este un operator diferential care satisfaced), atunciL = L.
Demonstratie. (a) Fiep un polinom de graa. Atunci

L(p) = RD,(R™"p).

Din (5.6) deducem carad R~p = n, Si prin urmare,

grad D, (R7'p) =n — 1.
Folosind 6.5 deducem ca

grad Lp = grad RD,(R™'p) = (n — 1)
care arata ca, este operator diferential. Sa observam acum ca
Lpp = RD,(R7'p,) = RD,)(2") = nRa" ! = np,_1 ().
(b) Fie L un operator diferential care satisfaée§). Definim S = R~'LR. Atunci
Sz = R (Lp,) = R (npp_1) = na™ L.

Aceasta arata ca
Sq= D,q, Yq € R[z].
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Cu alte cuvinte
RUR=D,— L=RD, R =1L. 0.
Exemplul 5.14. Operatorul fundamental al siruldiz"} este operatorul obisnuit de derivare,.
Deoarece
Alz]n = [z + 1], — [2]n = n[x]n-1,
deducem ca operatorul fundamental al sirglui,, } esteA. 0

Propozitia 5.15. Orice operator diferentiall, este operatorul fundamental al ununic sir bazic
normalizat

Demonstratie.  Vom construi inductiv un astfel de sir. Unicitatea va reautnediat din metoda
de constructie. Vrem sa construim un sir bazic normalzat{z) },,>o, astfel incatLp,, = np,_1,
Vn > 1.

po este unic determinat pentru pg = 1. Presupunem ca am determingt. .., p,_1, Si dorim
sa-l gasim pe&,,. Observam cay, p1, ..., p,—1 formeaza o baza a spatiulBiz],,_; constand din
polinoame de gragl n — 1. Cautamp,, sub forma

pn(z) = ax”™ + ch_1pp—1(x) + - + c1p1(z) + co.

Deoarece dorim c@,,(0) = 0, si deja stim cg(0) = 0, V1 < k < n — 1, deducem cay = 0.
Polinomul L(z™) are gradul — 1, si deci admite o descompunere de forma

L(z") =Ly + tipi(z) + -+ Llp_1pp—1(z), ln—1 # 0.

Coeficientii ¢; trebuiesc ganditi ca fiid cunoscuti, pentru ca operatdr@ste cunoscut. Dorim sa
determinam numarul si coeficentiic;, in functie de numerelé;. Deducem ca

n—1
npp—1(x) = Lpy(z) = aL(z™) + Z kcipr—1(z)
k=1

n—1
= alp1pn-1(z) + Y _(aly_1 + ker)pe—1(x)
k=1
Rezulta , ,
n atp—1 nly—1
a gn_17 Ck, k kgn—17 ’ , TV

Propozitile5.13si 5.15implica existenta unei bijectii
operatori diferential— siruri bazicenormalizate

Aceasta bijectie va juca un rol fundamental in cele ce urmeaz
Sa consideram un sir baziormalizat{p,,(x)} cu operatorul de referintd si operator fundamen-
tal L. Sa observam ca

L by = [m]gpm—t, Y0 <k <n.
In particular, deducem ca
nl k=m
(Lkpm)x:O =
0 k#m.
Prin urmare

k>0
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Daca inmultim egalitatea de mai sus cu o constagptasi apoi sumam dupex = 0, ..., n obtinem

(Lk(quo(x) + -+ ann(w)) )x:o

qopo(z) + -+ + gupn(x) = Y o Pi().
k>0
Sa notam
(@) := qopo() + -+ + gnpn ().
Deducem

k X
S amee) = a(w) = 32D o )

k>0 k>0
Din Corolarul5.9 deducem ca

k €T

Corolarul 5.16. Fie {p,(x)} un sir bazic normalizat cu operatorul fundamenial Atunci pentru
orice polinomg(z) de gradn are loc descompunerea

o) = > Aap(e), Anla) = 5 (1Fa),_gpe
k=0 '

In particular, dacaq = {q¢,(z)} este un sir bazic, atunci matricea de tranzitie deplda ¢ este
descrisa de numerele

1
agn = Ag(qn) = H(Lan ) oo O
Rezultatul de mai sus pune in evidenta o aplicatie
§: Rlz] = R, p(z) = p(0).
Aceasta aplicatie se numesiglicatia de specializare iA. Mai general, pentru orice € R definim
8o i R[z] = R, 8yp:=pla), Vp € R|x].

S, se numestaplicatia de specializare in. Concluzia Corolarulub.16se poate rescrie

o) = Y 5L a)pela), Va € Rla) (5.9)
k>0

Remarca5.17. Putem folosi ultima egalitate pentru a reformula consiausirul bazic normalizat
{pn} asociat unui operator diferentialdescrisa in Propozitia.15 Mai exact, avem

Po = 17
si folosind 6.9) deducem formula inductiva

1
(n+1)!

n n n . 1 n
SIL +1(w +1)pn+1($) B ZHSLk(x +1)pk($)
k=0

Reamintim ca expresiil8L* (z*) sunt numere reale care se obtin calculand valoarea a1 0 a
polinomuluiL*(z"*! care are gradub 4 1 — k. O
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Exemplul 5.18(Numerele Stirling de tipul 2). Sa consideram sirul bazic normali&|,, }. Atunci,
pentru orice intreg nenegativ are loc 0 descompunere

" = ZSk,n[w]k, Vo € R.
k=0
Numerele

1 dF

(Sk,n) = H(W [$]n)x:0

se numesaumerele Stirling de tiput. Matricea

S = (Sk,n)OSk,n

este matricea tranzitiei de la sirul baZie],, } la sirul bazic{z"}.

Numere Stirling de tipu2 sunt numeréntregi pozitivecare au o interpretare combinatorica foarte
interesanta.

Sa consideram o multime finit& de cardinal N| = n, si o multime finitaRk de cardinalR| = r.
Notam cuR”™ multimea tuturor functiilorf : N — R. Dupa cum este bine cunosciR”| = ™.
Pentru orice submultimé&” C R notam cuSur(N, K') multimeasurjectiilor N — K. Cardinalul
multimii Sur(N, K') depinde doar de cardinalula lui NV si de cardinaluk a multimii K. Sa notam

Chp = |Sur(N,K)|, n:=|N|, k:=|K|.

Vrem sa aratam c@, ,, = k!Sj,,. Intr-adevar avem

SN SETEICTED D DI TR Bf (Y FWES) pit o
k

KCR k=0 KCR, k=|K| k=0

Prin urmare, au loc egalitatile
n n c
Zsk,n[r]k =7 = Z %[r]k, Vn,r € Z, n,r > 1.
k=0 k=0
De aici rezulta egalitatef Sy, ,, = | Sur(N, K)
combinatorica a numereld, ,,.
Sa presupunem ca avenbile diferite si vrem sa le distribuim itk cutii identiceastfel incat fiecare
cutie contine cel putin o bila. Afirmam ca numarul acestotridistii este exacty, ,.
Etichetam bilele cu numerél,2,...,n} si cutile cu numere{1,2,...,k}. Sa observam ca
fiecarei surjectii

,n=|N

, k = |K|. Acum putem oferi o interpretare

fAL2,...,ny—={1,...,k}
ii corespunde o distributie de bile proprietatile doritélali se duce in cutig (i). Pe de alta parte,
doua surjectii

f?g:{1727"'7n} - {177k}
conduc la aceeasi distributie de bile daca putem olgtidim f printr-o re-etichetare a cutiilor, adica
daca exista o permutare

A{L2. e —{1,2.. k),

astfel incat,g = A o f. Deoarece exist&! re-etichetari, deducem ca numar de distributit aile
distinctein k cutii identiceastfel incat nici o cutie sa nu fie goala, este egal cu

1
—|Sur(N, )| = S m =[N, k= |K]. 0
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Exercitiul 5.19. Folosind formula de inversiune binomiala 7) aratati ca numerele Stirling de tipul

2 satisfac egalitatea
1< wei (K .
nk = — —1)% " O
&kmg<>(ﬁy

Exercitiul 5.20. Sa formam serille formale de puteri
Sk n
Sk(t) = "ok>1
OEDD k>
n>k
(a) Folosind definitia combinatorica a numerelor Stirliregtgbul 2 aratati ca

Sk,n = ksk,n—l + Sk—l,n—l

si apoi deduceti ca
Si(t) = ;,(e ), VR L

(b) Demonstrati egalitatea de mai sus folosind functia genare a sirului binomia{[z],, }n>0. O

6. OPERATORI INVARIANTI LA TRANSLATII

In aceasta sectiune vom investiga legatura stransa dintirlesbinomiale si o clasa speciala de
operatori diferentiali.
Definitia 6.1. Un operator admisibil” € Op se numestévariant la translatiidaca
E,T =TE),, VheR,
unde reamintim cd;, este operatorul de translatie
(Epp)(z) = p(z + h), Vp € R[az].

Vom nota cuOp,,,, multimea operatorilor admisibili invarianti la translaier cu DiffOp;,,, mu-
timea operatorilor diferentiali invarianti la translatii O

Sa analizam putin conditia de invarianta la translatiacBI" € Op, iarp € Rz]], atunci pentru
orice numar reah deducem din formula lui Taylor ca

(Ehp)( ) SL’ + h Z D:Bp
n>0 !

si prin urmare

n

(TBw) (@) = 3 (D) @),

n>0
In mod asemanator deducem
(EnTp)(x Z D" (Tp)(z).
n>0 !
Rezulta cdl” este invariant la translatii daca si numai daca
h" h"
> G T(Dpp) @) =)  —Di(Tp)(z), YheR, peRzl. (6.1)

n>0 n>0

Din egalitatea de mai sus deducem ca daca operdibcoimuta cuD,, i.e., 7D, = D,T, atunciT
este invariant la translatii.
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Exemplul 6.2. OperatoriiD,., A sunt operatori diferentiali invarianti la translatii. @ptorul Bernoulli
B este de asemenea un operator invaraint la translatii. O

Exercitiul 6.3. (a) Aratati ca daceb,7 € Op,,, iarc € R atuncicS, S+ 1T, ST € Op,,,.
Deduceti ca multime®p;,,,,, cu operatiile de adunare si compunere este un inel cu unitate

(b) Aratati ca dacd. € DiffOp;,,, atunci pentru orice serie formaldt) = ug + uit + - - - € R][t]]

operatorul admisibik:(L) este invariant la translatii. In particular, operatorii fdema u(D,) sunt
invarianti la translatii.

(c) Aratati caTl € Op este invariant la translatii daca si numai dd¢c@omuta cuD. (Indicatie:

Folositi identitateaD,p = limy,_q + (E), — 1)p, Vp € R[z].)

Urmatorul rezultat arata de ce suntem interesati in opelat@rianti la translatii.

Teorema 6.4. Sa presupunem cfp,,(x)} este un sir bazic normalizat cu operator fundameiital
Atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente.

(a) L este invariant la translatii.

(b) {pn(x)} este sir binomial.

Demonstratie. (a) = (b).

n

n
po(z+y) =) <k>pk(w)pn_k(y), vn >0, z,y€R.
k=0

Sa observam ca
Pu(® +y) = (Eypn)(2).
Acum folosim identitateaS.9) in careq(z) = (Eypy)(x) si deducem

1
Pol +y) = (Bypn)(z) = D 8L Eypn)pi()
k>0
Deoarecé. este invariant la translatii, deducemIcér, = E,LL*, si prin urmare
1
Pl +y) = HS(EyLkpn)pk(x)-
k>0
Reamintindu-ne c&. este operatorul fundamental al sirufyi, (=)}, deducem ca
L*pp = [n]kPn—k-
Pe de alta parte, pentru orice polingrare loc egalitatea
8(Eyp) = Syp = p(y).
Deducem
o e - n
po(@+y) =Y S Supa-r)ps(@) =D () Pr(@)pn-k(y).
k>0 k>0
(b) = (a). Stim deci cdp, } este un sir binomial si trebuie sa aratam ca pentru orica@oli; are
loc egalitatea
E,)Lg=LE,q, VyeR (6.2)
Deoarece orice polinom se scrie ca 0 combinatie liniara in polinoamlg

q(z) = Z qnpn(z), nE€R

n>0
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este suficient sa verificam egalitatéa?] doar in cazul special cangz) este egal cu unul din poli-
noamle bazice, (z). In acest caz avem

n—1
(BLp)(o) = (B 1)) = st 0) =03 (") peCalinto)
k=0
Pe de alta parte,

CYRIEENCRIED Bl () L)
k=0

In egalitatea de mai sugeste fixatiar numerelep,,_x(y) trebuiesc gandite ca fiind constante. De-

ducem .
(LEypn)(z) :Z (Z)pn—k( ) (Lpg) (= Zk< )pn k(Y)pr—1(z).

k=0

=03 (2 D@ (M) e = L. o

k=1 k=0
Sa presupunem da este un operator diferential invariant la translatii, far, () },>o este sirul
basic asociat. Atundip, } este sir binomial si prin urmare satisface egalitatile

pula ) =Y (Z)pn_m)pk(h) = 3 LW @),

k>0 k>0

Daca fixamh putem rescrie egalitatea de mai sus sub forma

h
Eppn = ;,)L’“ Py Y020,
k>0

Orice polinomp se scrie ca 0 combinatie liniafmita

p= Z CnPn-

n>0

Ehp = Eh Z CnPn = Z CnEhpn = Z Cn( ]%Lkpn)

Deducem

n>0 n>0 n>0 k>0
pr(h
A (S o) = Y 2y,
k>0 n>0 k>0 ’

Am obtinut astfel urmatorul rezultat.

Propozitia 6.5 (Formula lui Taylor generalizata). Sa presupunem daeste un operator diferential
invariant la translatii iar {p,,(x)} este sirul binomial asociat IUL. Atunci are loc egalitatea

h
— Z P_kk(' )]Lkp, Vp € Rz]. O
k>0 ’

Sa presupunem ca € DiffOp,,,. Exercitiul 6.3 arata ca operatorii de form& L), u € R[[¢]],
sunt operatori admisibili invarianti la translatii. Retaiul care urmeaza va arata ca acestia tatt
operatorii admisibili invarianti la translatii.
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Teorema 6.6.Fie L € DiffOp,,,,. Aplicatia
Qp : R[[t]] = Opyppy R[] 3w = Qru = u(L) € Oppy
este un izomorphism de inele.

Demonstratie. Exercitiul 5.5 arata caQ;, este unmorphism injectivde inele. Vom arata ca este un
morphismsurjectiv. Reamintim caS : R[z] — R este aplicatia de specializare InSp = p(0).
Notam cu{/,,(x)} sirul binomial asociat IuL..

Sa presupunem da € Op;,,,,. Formam sirul de numere reale

Up = 8ULl, = (Uly)z=0-
Notam cuu(t) functia generatoare de tip exponential a acestui sir,
Pp— . J— u”
u(t) := Fgoyp (un; t) = Z Ht".
n>0
Vom arata ca

Un (Uen):c:O
U=>_ —L" = > L (6.3)
n>0 n>0
Sa notaml” operatorul din partea dreapta a egalitatii de mai sus. Vataara au loc egalitatile

(Uly)oep = (Tly)z=p, Yn >0, VheR.
Ultima egalitate se poate rescrie sub forma
SELLL, = 8ERTY,, Yn >0, VheR.
Din definitia siruluiu,,, deducem ca egalitatea de mai sus are loc peéntrl) deoarece
L™, =0, Vm#m, (L"l,)y—0 =n!
Aceasta implica faptul ca pentru orice polingnare loc egalitatea
SUp = 8Tp — SU = 38T.
Prin urmare, pentru orice numar réabre loc egalitatea
SUE, = (8U)o E, = (8T) o E}, = STE,.
Deoarecd’ si T sunt invarianti la translatii deducem €&y, = E,U siTE), = Ej,. Prin urmare,
SEWU = SET = SERUL, = SERUL,, ¥Yn > 0,Yh € R. 0

Remarca6.7. Morfismul Q;, se mai numeste shorfismul de cuantizarelnversul lui se numeste
morfismul simbol Pentru orice operatdf’ € Op,,,, seria formalaQ; ' (T") se numestsimbolul
operatoruluiT relativ la L. Vom folosi notatia

ET/L(t) = Qle
Seria formala:y,;, esteunic determinata de conditil = X7/, (L). O

Exercitiul 6.8. Sa presupunem dg @ € DiffOp,,,,,, R € Op,,,,,. Aratati ca

YrigoXq/B=2Xgr/p €R[[t]], Xq/p(t) = E<_/1> (t).
Reamintim ca ultima egalitate inseamna ca
EQ/POEP/Q(t):EP/Q(t)OEQ/p:tGRHtH. O
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Definitia 6.9. Pentru oricel’ € Op;,,,, definimor(t) € R[[¢]] prin egalitatea

or(t) == Xp/p, (1),

unde D, este operatorul obisnuit de diferentiere. Vom spunergé) estesimbolul (complet) al
operatoruluil’. O

Exercitiul 6.10. Aratati ca pentru oric&, 7" € Op;,,,, au loc egalitatile
os+r(t) = 0s(t) + or(t), osr(t) =os(t) - op(t). O
Exemplul 6.11. (a) Sa observam mai intai ea, (t) = ¢t. Folosind egalitatileq.2) si (5.3),
E,=¢e"s A=¢Pr_1
deducem
op, (t) =", oa(t) =€ —1.
(b) Operatorul lui BernoulliB, definit de
z+1

(Bp)(z) == / p(s)ds,

€T
satisface egalitatea
(D:B)p(x) = p(x + 1) — p(z) = (Ap)(z) <= DB = A

Si prin urmare
el —1

et
Operatorul lui Bernoulli este inversabil, iar inversul &rie simbolul

t
et —1°
Functiaﬁ joaca un rol remarcabil in matematica pentru ca este imglisamulte din cele mai
profunde descoperiri de la Newton pana in present.
(c) Definim

OpD,B = OA :>O'B(t) =

op-1(t) =

L:Rz] - Rlz], Lp)() = / e~ p(z + s)ds, Vp € R[z]
0
Operatorul lui Laguerrelag : R[x] — R|z| este definit de egalitatea

(Lagp)(z) = =Dy Lp.

Sa observam chp este intr-adevar un polinom atunci cgndste polinom. Pentru a vedea acest lucru
este suficient sa studiem cazurile particulafe) = =™. In aceasta situatie deducem

(Lp)(z) = /000 e *(z+s)'ds = Zn: <Z> "k /000 e*shds.

k=0

Ik:/ e *skds
0

s=00 oo
—i—k/ e Skt = kI, 4.
0

Daca notam

deducem integrand prin parti

I, = —(e7*sY)

s=0
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Observand cdy = 1 deduceml;, = k! si prin urmare

L(z") = f: (Z) 2"kl = Zn:[n]kx"_k.

k=0 k=0
In particular, deducem ca € Op* si deci este inversabil. Este clar invariat la translatireiv sa-i
calculam simbolul. Sa observam ca
< d «_.d
(DyLp)(x) = /0 e_sﬁ(x + s)ds = /0 e_sd—i(w + s)ds

S§=00

=e °plr+s)

o0

~ [ bl 9)ds = pla) + L)
5= 0
Putem rescrie concluzia calculului de mai sus sub forma

(DyL)p=—1p+ Lp, Vp € R[z] <= (D, — 1)L = —1.
Daca notan®(t) = o,(t) deducem
1

Din egalitated.ag = — D, . deducem ca operatorul lui Laguerre este un operator difarém/ariant
la translatii al carui simbol este

OLag(t) = —op, (D)L(t) = ot

Putem rescrie ultima egalitate sub forma
Lag = D, (D, —1)"%. O

Sa presupunem o@, R € DiffOp,,,. Notam cu{g,(z)} sirul binomial asociat lui) si cu
{rn(x)} sirul binomial asociat lup). Dorim sa gasim o metoda convenabila de exprimare a poli-
noamelorr,, in functie de polinoamele,, si operatoruly.

Sa notam

f(t) :=Xgo(t) e R[[t]], g(t):=3q/r(t) € R[[t]].
Prin urmareRk = f(Q), Q = g(R), g = f~V. Sa consideram operatord, / : R[z] — R[z] de
tranzitie de la sirufr, } la sirul {¢, }, adica operatorul admisibil definit de egalitatile

JQ/R"™ = qn, V1 2> 0.
Tq,/r €este bijectiv, iar inversul lui este descris de

rj-'—l

Q/R = TriQ < ‘J'é}an =1r,, Vn>0.

Are loc egalitatea
Q = To/rRTg)n = To/nRTk/q-
Intr-adevar, pentru orice > 0 avem
TQ/RRTC_Q}R% = Tg/rBrn = Tg/r(nrn-1) = nTg/pTn-1 = N¢n—1 = Qqn-
Sa consideram un alt operattire DiffOp,,,,, al carui sir biomial asociat es{g,,(s)}. Notam
Pn = JTg/RrSn, Yn >0,
si definim

—1
P =T0/r8T5) -
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Teorema 6.12.(a) Operatorul P = TQ/RST; este un operator diferential invariant la translatii,

/R
iar {p,(x)} este sirul binomial asociat IuP.
(b) Definimh(t) := ES/R(t), adicaS = h(R). AtunciP = h(Q), adia,
Epjq(t) =Xg/r(t),
Si !
Yps(t) =Xs/poXq/r° 2597R>'

Concluzia (b) a teoremei de mai sus se poate ilustra in dizgramatoare

{rn} =25 {50}

JQ,r Tp/s=TQ.r

{Qn} _____ g {pn}

Demonstratie. Sa notanp_; = 0. Pentru a aerisi prezentarea vom sdii loc deTg ;. Impartim
demonstratia in trei pasi.

Pasul 1. Sirul p,, este un sir bazic asociat Iu? adica Pp,, = np,_1, Vn > 0. Intr-adevar, au loc
egalitatile,
Pp, = TST 1p, =TSs, = T(nsp—1) = nTsp_1 = npy.
Pasul 2. Sirul p,, este normalizat.Sa observam ca prin definitie siruri{@,,}, {r,} si {s,} sunt
normalizate. Prin urmare
qo =To = So = 1.
Rezulta ca
p():‘TSQ:‘TTQZQQ:l.
Fien > 1. Atunci, conform Corolarulub.9, polinomulg, se descompune ca o combinatie liniara
sn(®) = cop1(z) + c1p1 () + -+ - + cnpp (), Vo €R.
Deoarece
an(0) = px(0) =0, Vk,n>1
deducenty = 0. Prin urmare,
pn = Csy = T(c1pr + -+ cupn) = c1q1 + -+ + Cnn,
si decip,(0) = 0, Yn > 1. Aceasta arata cgp,, (=)} este sirul bazic normalizat asociat i
Pasul 3. P = h(S). In particular P € DiffOp;,,,,.
Din egalitatea
Q=TRT!
deducem de aici ca pentru orige> 1 are loc egalitatea
TRFT-! = (GRC™Y)--- (GRC™Y) = QF.
k
Rezulta ca pentru orice polinon(t) € RJ¢] are loc egalitatea
Cu(R)C™! = u(Q).
Sa consideram acum seria formala) = hyt + hot? + - --. Notam
hn(t) = hit + -+ - + ht" € R]t].
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Atunci

Tha(R)T ™ = ha(Q).
Dacaq(z) € R[z] este un polinom de grad » atunciQ’Vq = 0 = RVq, VN > n. In particular,
deoarecerad p = grad €~ 1p, Vp € R[z], deducem ca

hQ)q = hn(Q)q = Thy(R)(T~'p) = TR(R)T'q Vg € Rlz], gradp <n.

Ultima egalitate se poate rescrie

Q) = Th(R)T .
Reamintindu-ne ca(R) = S deducem

hQ)=TST ' =P
Rezulta ca

Ypio(t) = h(t) = Xg/r(t)
Folosind Exercitiul6.8 deducem
Ypss = Spq 0 Sq/r© Srys = Ss/r 0 Sq/R o S5 - O

Daca aplicam teorema de mai sus in cazul particular ¢aed@ obtinem urmatorul rezultat.

Corolarul 6.13. Sa presupunem c&, ) € DiffOp;,,,, {r ()} este sirul binomial asociat IuR,
iar {q, } este sirul binomial asociat Iu. Sa notamf (t) := Xy /(t) adicaR = f(Q). Atunci sirul
bazic{p,(z) = T,/ rqn} €ste sirul binomial asociat operatorului

P = f<_1>(Q).
Demonstratie. Din Teoremab.12deducem
—1 _

Folosind egalitateas(9) pentru sirul binomiakp,,(z)} din corolarul de mai sus deducem ca pentru
orice polinomg € R[x] avem o descompunere de forma

() = 3 2 (P a)eop
k=0

In particular, daca alegem= ¢,,, deducem

1
qn = Z H(PRQn):czoplm

k=0
si deci . )
P T k _ k 1
T'n = ‘IQ/R(]n = rJiR/Q ( Z E(P Qn)mzopk> = Z E(P Qn)mZO‘TQ/Rpk
k>0 k>0
1 1 _
= Z H(Pan)xZOQk = Z H ( f< 1>(Q)kQH )m:(ﬂk-
k>0 k>0

Am obtinut astfel urmatorul rezultat fundamental.
Teorema 6.14.Sa presupunem a@, R € DiffOp;,,,. Notam cu{g,(x)} sirul bazic asociat luiy)
si cu{r,(z)} sirul binomial asociat IuiR. Dacaf(t) = Xg/q(t), adicaR = f(Q), atunci

1
= (@ ) g, W0 >0 .
k>0
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Remarcab.15 (a) In teorema de mai sus sa observam ca numarul real
( f<_1> (Q)an )m:(ﬂk
este egal cw! inmultit cu coeficientul luit™ in seriaf{~1)(t), adica
1 -1 k n -1 k
S IEQ g =l (£1 )"

Daca notany(t) = f{~!)(t) deducem ca ca matricea de tranzitie de la igy(z)} la sirul {r, ()}

este data de
n!

A = 2519 (0)".
Rezulta ca i )
Ap(t) =Y Apn— = —g(t).
k(1) Z:O ko k!g( )

Cu alte cuvinte A (t), functia generatoare de tip exponential al numerelor dengged a matricei de
tranzitie este egala cu seria formaig(t)".
(b) Sa scrieny (t) sub forma

L h(t)=ho+ hat+ - € R[], ho £0.

h(t)’
Atunci din formula de inversiune a lui Lagrangé %) deducem
10" = SR, k> o0
Rezulta
_(n— 1)! n—k k 1 _ 1 n—k ko 1 n k
Inmultind ultima egalitate cé™ si apoi sumand dupa > 1 deducem
" 1
Aper, = tRh(t)".
1%:1 m=1)! (k—=1)" *)
Putem rescrie acest lucru sub forma
_ 1 k1 (\k
tD Ak (t) = = 1)”t h(t)".
Daca ne reamintim cf(t) = % deducemh(t) = % si prin urmare
1 t \F
—k+1
DA = (=) . O
T DeA(®) (k:—l)!(f(t))

In aplicatii un caz particular al Teoremgil4este foarte util.

Corolarul 6.16. Sa presupunem c& € DiffOp,,,,. Notam cu{r,(x)} sirul binomial asociat lui
R, sicuo(t) € R[[t]] simbolul luiR, adica

R =0(Dy,).
Daca notam cu,, (z) monomulu, (z) = =™, atunci

@) = Y 0D o).
k>0
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Demonstratie. In Teoremab.14alegem@ = D,. Atunci

Qn(x) = 2" = pn(x), f(t) =Xpg/p,(t) = or(t) = o(t). O

Corolarul 6.17. Sa presupunem cR € DiffOp,,,, iar {p,(x)} este sirul binomial asociat luP.
Dacao (t) este simbolul luP, adicaP = o(D,,), iar g(t) = o'~ (t) atunci

tTL
— org(t)
E Pn () i eI\

n>0

Demonstratie. Sa notam cu~ operatorul
G = g(D,) € DiffOp;,,, <= Z¢/p, (t) = g(t).

Folosind Corolarub.16deducem

rk

k n
n T n
pn(z) = ZGk(ﬂj )wZOH = ZGk(ﬂj )x:OH-
k=0 ’ k>0 ’
Fix h € R and consider the operator
Qn:Rlz] > R[], Qup=)_ ~=Dip.
n>0
Sa observam c@), este un operator admisibil invariant la translatii al caimbol este
tn
ZQh/Dz (t) = an(h)ﬁ
n>0
Pe de alta parte
_ pn(h) n __ g ki .n h’k 1 n __ h’k Gk(wn)l‘:o n
Q=3 P EDr = 3 (3 6 ey ) iPs = 3 3 (0 === mr).
n>0 n>0 k>0 k>0 n>0
Deoarecez"} este sirul binomial asociat Iub,,, deducem ding.3) ca
GF(2™) o=
k =0 n
G - Z TD"E.
n>0
Prin urmare,
[ hG ht
Qn = ZHG =" = ¥g, 0(t) = e
k>0
Folosind Exercitiul6.8 deducem

tn
Zp”(h)ﬁ = 2Qu/Ds = 2Qu/G © 2G/D, (t) = eha®), 0
n>0 ’
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7. EXEMPLE
Sa ilustram rezultatele obtinute pe cateva situatii celebr

Exemplul 7.1(Polinoamele lui Laguerre). Ca sa vedem cum functioneaza Coroldrl6il aplicam
intr-o situatie concreta, dar cu multe aplicatii in mategetSa presupunem daeste operatorul lui
Laguerre
R =1lag= D,(D, —1)"".
Sa notam cy ¢, (z)} sirul binomial asociat operatorului lui Laguerre. Dorimdzam o descriere mai
explicita a acestor polinoame folosind CorolaBul &
Simbolul operatoratorului.ag este

s(t)=t(t—1)""

Pentru a afla inversa compozitionala a sefigzolvam ecuatia

s=t(t—1)"1
in care necunoscuta esteAjungem la concluzia surprinzatoare
t=s(s—1)""

Cu alte cuvinte

Deducem .
lo(x) = 77 (Lagh pn)ompz®, pin(2) = 2.
k>0

Pentru a calculéLag p,,).—o putem folosi fie calculele din Exemplél11, fie putem proceda direct,
folosind formula

. SN
Lag = —D(1 — D)™' = Lag" = —D*(1 - D)™ = (-1)FD¥ Y (J Tk )Dﬂ.
I
Coeficientul luiD™ in aceasta serie este

(0D = e (D)

n—1

(Lot n)oma = (UF ()0 oo = 0Pt (3 7).

si deci

Prin urmare
- —1\ z*
n =n! -1 k(T -
) = S (205
Deoarecé,,(0) = 0, Vn > 0, deducem ca polinomul,; (x) se scrie ca un produs

lpi1(x) = xLy(x), grad L, = n.
Mai exact

_ N () (o)t
L,(z)= n!l;) <k> o
De exemplu
Lo(z) =1, Li(z) = (1 —x), Lo(z)= (2 — 4z + z?).
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Polinoamelel,, () au multe aplicatii in matematica. Au aparut mai intai in f&zioatematica, dar in
ultimile decenii si-au facut apartia si in combinatorica r8etionam o astfel de aplicatie surprinza-
toare.

Probabil cititorul a auzit deja de problema deranjamentelar pentru orice eventualitate o ream-
intim. Sa presupunem ca avembile, numerotate cu numerele. .., n sin cutii numerotate cu
numerelel, . .. n. Problema clasica a deranjamentelor intreaba in cate mpdiam distribui bilele,
una pe cutie, incat nici una din bile sa nu fie situata intr4tectu acelasi numar ca si bila.

Raspunsul la acesta intrebare se gaseste prin metodaarickextluderi si deducem ca numarul

de deranjamente este
Do =m3 E
n = .k 0
=1

Putem considera o situatie mult mai sofisticata. Sa presupwa avem o partitie a multimfil, . .., n}
in k£ submultimi nevide

{1,....n}=FU---UF,, F,NE; #0, Vi#j.

Notam f; := |F;|. Notam cuD(f1,..., fx) numarul de permutarp ale multimii {1,...,n} cu
proprietatea ca nu existac {1,...,n} incati si p(i) se afla in aceeasi multime a partitiei. Putem
formula aceasta problema intr-un mod mai amuzant.

Sa presupunem ca la o petrecere partié¢ipamilii 1, --- , Fy siin total suntn persoane. Fiecare
din persoane isi scrie numele pe o bucata de hartie pe care ppoe intr-o cutie. Urmeaza o tragere
la sorti in care fiecare persoana extrage un nume din cutienchD(f1, ..., fr) este numarul de
posibiltati de trageri la sorti cu proprietatea ca nici umagkersoane nu a extras numele unei persoane
din familia lui. Problema clasica a deranjamentelor canesle cazului special carid= n, f; = 1.

Un rezultat din 1976 datorat matematicienilor S. Even, lisGifera un raspuns surprinzator.

Difive o fi) = (1" [ e Ly @)oo Ly ()

Este usor de verificat ca intr-adevar
n k 00
—1
n! E ( k:') = / e “(r—1)"dx.
=1 0

Demostratia cazului general este bazata tot pe principahliderii-excluderii, dar necesita mai multa
ingeniozitate pentru a formula rezultatul final intr-o f@masa de eleganta.

La foarte scurt timp dupa ce Even si Gillis si demonstrat tefegd, D. M. Jackson a dat o demon-
stratie foarte scurta bazat pe rezultatele din Exercitidl Cititorul are acum toate cunostiintele
necesare demonstrarii acestui rezultat curios. O

Exercitiul 7.2. Aratati ca
ln(z) = 2" D7 (e 2" 1), ¥n > 0. O

Exemplul 7.3 (Polinoame Bernoulli). Polinoamele lui Bernoull{ 3,,(z)},,>0 formeaza un sir bazic
foarte special care nur@rmalizat dar al carui operator fundamental eflg, adica

Dfu(x) = nfp_1(x), ¥n>1. (7.2)
In plus, aceste polinoame satisfac ecuatiile cu diferente
(ABy)(x) = Dy(x™), ¥n > 1. (7.2)

Sa aratam ca aceste doua conditii de mai sus definesc udibadia {3, (z)}.
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Sa ne reamintim ca operatorului lui Bernoullisatisface
DB = BD = A.
Aplicand operatorulB ambelor parti ale egalitatii7(1) si obtinem
BDS,, = nBf,_1.
Pe de alta parte, folosind .@) obtinem
BDB, = AB, = na™ !,
si deducem
nz" ' =nBB,_1, Yn>1= B, = B (z"), ¥n>0.
Sa notanb,, := 3,(0). Numereleb,, se numesaumerele lui BernoulliSa observam ca
D];ﬂn = [n]kBn—k-
Din formula lui Taylor deducem ca pentru oriae> 1 are loc egalitatea

_ k T T K k
) = S (DEB) O T = Sy (0) 7 = (k)bkx | (7.3)
k=0 k=0 k=0
Aceasta egalitate ne arata ca polinoamle lui Bernoulli saitt determinate de numerele lui Bernoulli.
Sa notam c(¢) functia generatoare de tip exponential a numerelor lui Belfix adica

tTL
b(t)=> bn—.
n>0
Atunci egalitatea{.3) se poate reformula compact sub forma
X tn
b(t)e™ =) Ba(2)—. (7.4)
n>0 '
Notam seria din partea dreapta@u(t). Sa ne reamintim ca
Bz + 1) — Bu(x) =na™t, ¥n>0.
Prin urmare

n . n—1
ﬁ(ﬁn(m + 1) - ﬁn(*’n)) = ta"
Sumand aceste egalitati dupa> 1 deducem

Bey1(t) — Bult) = te'.

Pe de alta parte, folosind ¢) obtinem egalitatea
B (t) — Bu(t) = b(t) (T — e,

Prin urmare
tel” = b(t) ("D — ) = efh(t) (e — 1) =t = b(t)(e" — 1)

De aici rezulta .

et —1°

Trebuie sa comentam putin ultima egalitate. Seria formeala 1 nu are invers multiplicativ. Sa
observam insa ca putem scrie

b(t) =

tn—l tn

t

t

Sl =1+ — )=y
¢ TR e g(nﬂ)!
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Serlazn>0 ), are invers multiplicativ si atunci definim
t 1
et =1 3,5 %
Pentru a face calcule concrete este insa mult mai util saifolegalitatea
t=b(t)(e' —1)

care conduce la urmatoarele relatii de recurenta

bo = 1, kz_l (Z)bn_k —0, ¥n>1

" bp—1 + " bp—o+ -+ " bp =0,
1 2 n
1 n n
bn:__<< )bn—2+"'+<>b07>7 vn
n 2 n

lata cateva valori pentru numerele lui Bernoulli
bok41 =0, Vk>1,
n |0l 1 |2 4 6 8 |10 12 14 16 18

Mai explicit

de unde rezulta ca

bo| 1| L |11 | L |_1 |5 | _69L | 7 | _36l5| 43867
n 216 30 | 42 30 | 66 2730 6 510 798
lata si cateva polinoame Bernoulli
1 3 1
62($)2$2—$+6, Bs(x) =x —5962—1-595,

Bu(x) = 2t — 223 + 2% — —,

5 ) 1
ﬁ5(w):x5_§w4+§$3—6w7
1

5 1
_,6_=o.5 2 4 L o 1
Ge(x) =2° =3z +2x 5% +42.

Polinoamele Bernoulli apar in surpinzator de multe situatmatematica. Vrem sa mentionam aici
cateva aplicatii elementare.

Din egalitea
Br1(@ +1) = B (2) = (k+1)a*, Yz eR, k>1,
deducem
Br(n) — Bp(0) = (k + 1)(1* + 28 + -+ (n — 1)F),
adica
Z = 7 (Bes1(n) = Be41(0))- (7.5)

Mai general, are loc egalitate;

n—1

S+ 3 = s (Bealh 1) = B (B),), VhER (756)

Jj=0
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De exemplu
5 5 5 5 1 6 5 o 4 1 2
P+224+3+--+(n—1) zé(n —3n+on’ —gn ), Vn>2.

Exemplul de mai sus este un caz specidbainulei de sumare Euler-MacLaurtin
Sa presupunem gaeste un polinom. Sa notam

z+1
q:= Bp <<= q(x) = / p(t)dt.
In particular,
T+j+1
deti)= [ p

+Jj
Rezulta ca

n—1

> ate+i)= [ ployi

]:
Daca acum scriem(x) = (B~'q)(z) obtinem

n—1

_ ot
qlx +7) = B~ q)(t)dt. (7.7)

> gl + ) (B l)(t)

=0 z

In fine daca polinomul; este derivata unui polinonf, adicag = Df atunciB~'Df = DB™!
deoareceB ! este invariant la translatii si deci comuta Bu Din formula Leibniz-Newton obinem
celebra formula de sumare Euler-Maclaurin

> ettt ) = (X B0 e+ m) — (3 B0k )
=0 k>0 k>0 " (7.8)
= (B Na+n)— (B )(@)

Probabil ca ar trebui sa explicam de ce egalitatea de maistesikiitoare. Suma din partea stanga a
egalitatii depinde de comportargébalaa polinomuluif peintreg intervalul [z, z + n]. Pe de alta
parte, suma din partea dreapta depinde doar de compolbagda lui f doar invecinatatea a doua
punctex siz + n. O

Exercitiul 7.4. Sa consideram seria formala de putgfi) = ano un%", Ccu proprietatea cay # 0.
Notam cuP operatorulP = u(D) € Op;,, Si cup,(x) polinoameleP(z™). Aratati ca

t" "
an(x)m = u(t)e™. 0
n>0
Exercitiul 7.5. (a)Aratati ca
Bu(z)=(-1)"B,(1—2), Vn>1, z€R
Si
borr1 =0, Vk>1.
(b) Demonstratformula lui Raabe

1 « j 1
E;)ﬁk(iﬁ-l-%) = mﬁk(nx), Vk,n > 1.
J:
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(c) Aratati ca
1 1
Be(5) = te(5er —1)-
(d) Aratati ca pentru orice € (0, 3) au loc inegalitatile
(—1)*Bak—1(2) > 0, (=1)*(Bax(x) — bax) > 0.

(e) Aratati ca
(=1 by, >0, Vk > 0.

Exercitiul 7.6. Sa definim functiile Bernoulli periodice

() = Bu(z — [2]),
unde|x | este partea intrega a numarului realSa presupunem cA: R — R este o functie infinit

differentiabila.
(a) Aratati prin inductie dupa > 1 ca

1 n
= [ 3 =2 (560 - 100)) + S [ aso
0 k=1 :

(b) Aratati ca pentru orice intregi pozitivi., n are loc egalitatea

= [ swar+ Y (14D - 1400) (1) £ 0yt
0 k=1""
Indicatie: Folositi partea (a) pentru functiilg;(t) = f(t +7),7=0,...,m — 1. a

Exercitiul 7.7. (a) Aratati ca pentru oricg > 1 are loc egalitatea

1
/O Bor(t)dt = 0.

(b) Aratati ca pentru orice intregdi, m > 1 au loc egalitatile
1
/ Bog (t) sin(2mat)dt = 0,
0

(=1 (2k)!
(2rm)2k -

1
Akm :/0 Bor (t) cos(2mmt)dt =

(c) Sa consideram functiile

fm(t) = ZA’W” cos 2mjt, Cp(t) = Zcos(ijt).

j=1
1

/ Con(t)dt =
0

bor, = Box(0) = im fm(0).

Indicatie Scrieti diferentas; — f,,,(0) sub forma

ot — (0 /ﬁ% 0)dt /ﬁ% )t = /0 — Blt) ).

Aratati ca

Si
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