O INTRODUCERE IN GEOMETRIA MECANISMELOR
LIVIU 1. NICOLAESCU

ABSTRACT. In aceasti lucrare discutim teorema de universalitate a lui Kempe legati de posibilele configuratii
ale unui mecanism plan.
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INTRODUCERE

Un mecanism plan este un sistem de bare rigide imbinate la capete. Barele se pot roti in jurul capetelor,
dar unele din capetele lor pot avea o pozitie fixd in plan. Spre deosebire de situatia reald, permitem
barelor sa se intersecteze si in interiorul lor. Sa ne imagindm ci intr-unul din capetele barelor fixdm un
stilou perpendicular pe plan dupa care deformam mecanismul in toate modurile posibile. Stiloul va trasa
o regiune in plan.

In aceasta lucrare dorim s investigim problema inversi: dati fiind o regiune in plan, dorim si construim
un mecanism plan astfel incat unul din varfurile sale sd traseze regiunea datd. Surprinzator, acest lucru
este posibil pentru foarte multe regiuni, iar teorema de universalitate a lui Kempe descrie explicit care sunt
aceste regiuni. Ele sunt regiunile semialgebrice, adicd submultimile din plan care pot fi descrise intr-un
numdr finit de pasi folosind egalitati si inegalitati polinomiale. Iatd pe scurt organizarea lucrarii.

In sectiunea 1 definim riguros notiunea de mecanism plan si analizim céteva exemple fundamentale
pentru a intelege subtilitdtile problemei. Sectiunea 2 este ceva mai abstractd. Introducem putin din limbajul
geometriei algebrice reale si ddm o formulare riguroasd a teoremei de universalitate. Desi rezultatele
mentionate in aceastd sectiune nu sunt necesare intelegerii ideilor de bazd din demonstratia teoremei de
universalitate, am considerat ci este foarte util si expunem cititorul unui mod de gandire modern. In
sectiunea 3 formuldm o teorema de reprezentabilitate si ardtim ci implici teorema de universalitate. In
sectiunea 4 demonstrdm teorema de reprezentabilitate. Surprinzdtor, demonstratia foloseste numai niste
idei elementare de geometrie euclidiand pland, teoria multimilor si algebra numerelor complexe.

1. MECANISME PLANE

Un graf metric este o pereche M = (G, ¢) unde G este un graf finit (fird muchii multiple si fard muchii
care pornesc si se Incheie 1n acelasi varf), iar ¢ este o functie de la multimea £ de muchii a lui G la
multimea numerelor reale positive, ¢ : £ — (0,00). Functia ¢ se numeste functia lungime sau metrica.
Vom nota cu V' = V(;z multimea de varfuri.
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Deorece o muchie este unic determinatd de captele sale, vom identifica £ cu o submultime simetricd a
luiV xV,ie., (U07U1) € E<:>(1}1,1}0) e k.

In cele ce urmeazi vom identifica planul euclidian cu planul compex C.

O realizare geometricd a unui graf metric M = (G, ) este o functie ¢ : V' — C astfel incat

|C(U) - C(U)| = g(uav)a V(U,U) € E.
Un mecanism plan (abstract) este un quadruplu M = (G, ¢, Vy, ¢) unde

e (G, ?) este un graf metric,

e V este 0 submultime a lui Vi,

e ¢ : Vy — C este o funcfie cu proprietatea cd pentru orice pereche de puncte u,v € V} unite
printr-o muchie din £ are loc egalitatea [¢(u) — ¢(v)| = £(u,v). Submultimea V; se numeste
submultimea punctelor fixe a mecanismului.

O realizare geometricd sau configuratie a unui mecanism plan M := (G, ¢, V}, ¢) este o realizare
geometricd ¢ : V — Calui (G, /) astfel incat (|, = ¢. Notdm cu C(M) multimea tuturor configuratiilor
posibile ale mecanismului M. Multimea C(M) se mai numeste i spatiul de moduli al mecanismului M,

Putem géndi o configuratie ca o multime de puncte din plan (corespunzétoare varfurilor V') unite prin
bare liniare rigide (corespunzitoare muchiilor ) si de lungime prescrise de metrica £. Aceste puncte se
mai numesc si incheieturile mecanismului. Barele se mai numesc si bragele mecanismului. Ele se pot roti
in jurul incheieturilor. Varfurile din V; se numesc incheieturile fixe ale mecanismului, iar incheieturile din
V'\ V} se numesc incheieturile libere sau mobile.

Punctele fixe sunt Intepenite in pozitiile lor initiale descrise de functia ¢, dar punctele mobile se pot
misca in plan. Barele se pot intersecta si in interior. Cand reprezentdm grafic o configuratie a unui mecan-
ism folosim simbolul o pentru a indica un varf mobil si simbolul e pentru a indica un varf fix.

Exemplul 1.1 (Brat de robot). S& consideram mecanismul din Figura 1.1 care consta din trei varfuri a, b, ¢
si trei muchii (a, ) si (b, ¢). Varful a este fix.

FIGURE 1.1. Diferite configuratii ale unui mecanism simplu

Vedem ca locul geometric al varfului b este un cerc cu centrul in a. De indata ce fixam pozitia lui b,
varful ¢ mai are Tnca un grad de libertate: se poate roti pe un cerc cu centrul in varful b. Cu alte cuvinte,
pentru a determina o configuratie a acestui mecanism trebuie mai intdi sd precizdm pozitia lui b, si apoi
pozitia lui ¢ relativ b. Prin urmare, spatiul de configuratii se poate identifica cu un produs cartezian de
cercuri

€ = {(2p,2c) € C?; |zp| = length (a,b), |zc| = length (b,c) }.

Un astfel produs de doud cercuri se numeste tor de dimensiune 2. Il putem vizualiza cd o suprafata unei
camere umflate de magina. O
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Exemplul 1.2 (Paralelogramul cu o muchie fixa). Si considerdam un mecanism descris de muchiile unui
dreptunghi abed, in care varfurile a si d sunt fixe. In Figura 1.2 am descris diferite configuratii ale acestui
mecanism. Lungimile muchiilor (a, d) si (a, b) sunt respectiv z si y.

b c
y —
X ‘470
a d d a d
b
d
a

FIGURE 1.2. Diferite configuratii ale unui paralelogram.

Observam un fenomen interesant. Ultima configuratie aratd foarte diferit de primele trei. Se numeste
contraparalelogramul si nu se poate obtine din primele trei printr-o deformare continud. Spatiul de
configuratii C are douda componente: o componentd C; contindnd primele trei configuratii din Figura
1.2 si o componentd C_ continind contraparalelogramul.

Fiecare din aceste componente se poate identifica cu cercul descris de varful mobil b. Cele doua cercuri
au doud puncte in comun care corespund la configuratii in care punctele a, b, ¢, d sunt colineare. Punctele
de intersectie sunt puncte singulare ale spatiului de configuratii.

Putem modifica acest mecanism incat spatiul de configuratii al noului mecanism este doar componenta
C4. Noul mecanism se numeste rigidizarea paralelogramului si se obtine printr-un artificiu numit adau-
garea unei proteze. Acest proces este descris in Figura 1.3

b C v x/2 b v c
Q9 bO—‘r—OC Q 0. 5
X2
y + y =y
X
o——o—90
‘ ¢oaT ‘ J

FIGURE 1.3. Rigidizarea unui paralogram prin adaugarea unei proteze.

Noul mecanism are doud noi varfuri u si v, ambele mobile, care se afli pe muchiile orizontale ale
dreptunghiului din cauza modului in care am ales lungimile muchiilor protezei. Vedem ca acest proces
este echivalent cu addugarea unei bare rigide de lungime y care uneste mijloacele muchiilor verticale.
Mijloacele devin incheieturi situate nu la capetele muchiilor, ci in interiorul lor. Noul brat vertical se poate
roti in jurul acestor incheieturi. O

Exemplul 1.3 (Inversorul lui Peaucellier). Este o constructie clasicd de geometrie euclidiana familiard
probabil multor cititori. Mecanismul plan cu acest nume este descris in Figura 1.4.

In aceasta figurd, patrulaterul PM QN este romb. Pentru a nu crea un contraromb il rigidizim cu
ajutorul unei proteze ca In Exemplul 1.2. Obtinem in acest fel inversorul lui Peaucellier rigidizat. Punctul
M se misci pe cercul de centru S si razi 7. In tratatul clasic de geometrie al lui J. Hadamard este aritat ci
punctul N se misci pe o dreapta perpendiculara pe dreapta OS'; vezi [4, Teorema 241]. Mai precis, N este
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P

o

FIGURE 1.4. Inversorul Iui Peaucellier.

inversul lui M prin inversiunea de centru O si putere |OP|? — |PM|%. Deorece M se miscd pe un cerc cu
centrul in .S, locul geometric al lui IV este un segment de dreapta. O

Exemplul 1.4 (Mecanismul canonic). Sd considerdm graful ilustrat in partea stdnga a Figurii 1.5, unde-
metrica este datd de
(A, B)=4(B,C)=1/¢C,A) =1,

UD,A) = ((EA) = (D, B) = {(E, B) = {(D,C) = {(E,C) = ‘f

B

FIGURE 1.5. Mecanismul canonic.

Aceastd metricd defineste un mecanism abstract cu toate varfurile libere pe care-1 numim mecanismul
canonic. Orice configuratie a acestui mecanism arata ca in partea dreaptd a Figurii 1.5 in care ABC' este
un triunghi echilateral, iar ambele varfuri D si E coincid cu baricentrul triunghiului. g

Sa presupunem cid M = (G, ¢, Vy, ¢) este un mecanism plan cu multimea de varfuri V. Fixdm un varf
v € V. Pentru fiecare configuratie ¢ € €(M) obtinem un punct in plan {(v). Multimea

C(M,v) :={((v) € C;¢ e €M) }

se numeste urma varfului v a mecanismului M. Dacé de exemplu plasam un stilou in acest varf, si incepem
sd migcam mecanismul 1n toate felurile posibile, atunci stiloul traseazd o regiune in plan. Cand varful v
este fix, urma lui constd dintr-un singur punct, ¢(v).

in Exemplul 1.1 urma varfului b este un cerc cu centrul in a. in Exemplul 1.3 urma varfului NV contine
un segment de dreaptd. In Exemplul 1.4 urma vérfului D este intreg planul.

In acesti lucrare dorim si adresim urmatoarea intrebare.

Care multimi plane sunt urme ale unui varf liber al unui mecanism?

Réspunsul surprinzitor la aceastd intrebare este confinut in teorema de universalitate a lui Kempe.
Folosind un limbaj familiar unui cititor din secolul 21 putem oferi o prima formulare a acestei teoreme:
orice mulfime pland care se poate vizualiza pe un ecran de calculator este urma unui varf liber al unui
mecanism. Matematicianul american Bill Thurston a formulat teorema acesta in termeni si mai concreti:
pentru orice semnétura se poate gasi un mecanism care si o traseze.
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Formularea precisd a teoremei necesitd putind terminologie din geometria algebrica reald pe care o vom
introduce in sectiunea urmaétoare.

2. PUTINA GEOMETRIE SEMI-ALGEBRICA

Definitia 2.1. Numim mulfime algebricd (reald) o submultime a unui spatiu euclidian R™ descrisad de un
sistem de ecuatii polinomiale in n variabile. Mai exact, o submulfime S a unui spatiu euclidian R" se
numeste algebricd dacd existd polinoame P, ..., P, € R[xy, ..., z,] astfel incat

S={ZcR"; P(f)=--=P,(F =0} 0

Exemplul 2.2. (a) Un plan in spatiu este o mulfime algebricd. De asemenea, un cerc in plan sau o sfera n
spatiu sunt multimi algebrice.

(b) Orice intersectie finita' de multimi algebrice in R™ este o multime algebrici in R”. In particular, o
dreaptd 1n spatiu este o multime algebrica deorece este intersectie de plane.

(c) Daca S este o submultime algebrica a lui R™ descrisd de ecuatiile

Pi(z1,...,2p) =" =P,(x1,...,2y) =0, Pi,...,P, € Rlz1,...,2,],
atunci S poate fi priviti si ca submulfime algebrici a spatiului euclidian R™*! descrisi de ecuatiile
Tnt1 = Pi(x1,...,2p) = =Py(x1,...,2,) =0, P,..., P, € R[zq,...,2,].

Din acest motiv, putem fi ceva mai vagi in a preciza spatiul euclidian ambiant al unei mulfimi algebrice. O

Definitia 2.3. O aplicatie R™ — R" descrisd de

R™ S (u1,...,Up) — (Ul(ul,...,um),...,vn(ul,...,um)) e R"”
se numeste o aplicatie polinomiald reald daci fiecare din componentele v (u1, . . ., u,,) este polinom cu
coeficienti reali in variabilele (w1, .. ., Um). O

Conventie. in cele ce urmeazi vom identifica spatiul euclidian complex C” cu spatiul euclidian real R?"
in felul urmitor. Punctul z = (21,...,2,) € C" il identificim cu punctul (z1,y1,...,Tn, yn) € R?",
unde

zr=xp+iyr, t=vV-1, V=1,...,n.

Sd observdm ci inelul de polinoame R[z;, yx; 1 < j,k < n] se poate identifica cu un subinel al inelului
de polinoame cu coeficienti complexi in variabile z;, z, 1 < 7,k < n.

Conform Exemplului 2.2(c), orice multime algebricd reald poate fi ganditd ca o submultime algebrica
reald a unui spatiu C" identificat ca mai sus cu spatiul real R?”. Lisdm in grija cititorului demonstratia
urmatorului rezultat.

Propozitia 2.4. Dacd S C C" este o submultime algebricd reald atuncti existd o aplicatie polinomiald
reald F : C* — C™ astfel incat S = F~1(0). Mai mult, putem alege aplicatia F incat m = 1. a

Propozitia 2.5. Spatiul de configuratii al unui mecanism M = (G, {, Vy, ¢) se poate identifica natural cu
o multime algebricd reald.

IFolosind teorema bazei lui Hilbert se poate aratd cd orice intersectie, finitd sau infinitd, de submultimi algebrice este o
submultime algebrica.
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Demonstratie. S& presupunem cd multimea de varfuri a lui M este V = {vl, ...,Up}. Notdm cu E
multimea de muchii a lui G.

Putem identifica orice configuratie ¢ € C(M) cu un punct (z1,...,2,) € C", unde z;, = ((vk),
Vk =1,...,n. Pentru fiecare muchie e = (v;, vy) a lui G notdm cu P, polinomul

P.= (25— 2) (2 — 21) — £(e)* = |zj — 2| — €(€)* € R[ @1, ..., Ty Y1y -+, Yn )-

=z =y

Atunci (M) se poate identifica cu multimea zerourilor comune polinoamelor P, e € E. g

Definitia 2.6. O multime semialgebricd este o submultime .S a unui spatiu euclidian R care se poate scrie
ca o reuniune finitd S = S; U --- U S, unde fiecare din mulfimile S; este descrisd de un sistem finit de
inecuatii polynomiale. g

Exemplul 2.7. (a) Orice multime algebrici este semialgebrici. Intr-adevir, daci S C R™ este descrisi de
ecuatiile
Pl(f) == Py(f) =0, P, e R[xl, e ,$n],
atunci se poate descrie si de sistemul de inecuatii
Pi(Z) >0, P(¥) <0, Vi=1,...,m.

(b) Un semispatiu, sau un semiplan sunt mulfimi semialgebrice. De asemenea, discul inchis de raza 1
cu centrul intr-un punct (g, yo) din plan este submultime semialgebricd intrucit este descris de inecuatia
polinomiala

(x—20)” + (y —y0)? < L.
(c) Orice reuniune sau intersectie finitd de submultimi semialgebrice ale lui R™ este o submultime semial-
gebrica.
(d) Complementul unei submultimi algebrice a Iui R™ este o submultime algebrica a lui R™.
(e) Multimea Cantor de pe axa reali nu este semi-algebrici. In general, o multime care necesiti o infinitate
de pasi pentru a o descrie are o sansd foarte mica sd fie semialgebricd. O

Exercitiul 2.8. Demonstrati afirmatiile (c) si (d) din Exemplul 2.7. O

Urmatorul rezultat este foarte profund si ne permite constructia multor exemple netriviale de multimi
semialgebrice.

Teorema 2.9 (Tarski-Seidenberg). Dacd S C R"™ xR™ este submultime semialgebricd, iar 7 este proiectia
canonicd, ™ : R" x R™ — R™, atunci 7(S) este o submultime semialgebricd. O

Demonstraja aceste teoremei este elementara dar foarte delicatd. Pentru detalii si mai multe informatii
despre multimile semialgebrice trimitem la cursul [2] care se poate gasi si pe Internet.

Observatia 2.10. Teorema Iui Tarski si Seidenberg este cunoscutd in literatura matematica si sub numele
de teorema de eliminare a cuantificatorilor. Sa explicam ratiunea din spatele acestei terminologii.
Multimea 7(.S) se poate descrie cu ajutorul cuantificatorului existential 3 in felul urmétor

m(S)={ZeR"3IjeS}.
Teorema lui Tarski-Seidenberg ne spune ci exista o colectie P, ..., P, de submultimi finite de polinoame
in variabilele & astfel Incét

m(S) = U ( () {¥er™; P(fzo}) = OAk.

k=1 PE:Pk

Apg
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Descrierea de mai sus nu utilizeaza nici un cuantificator, de unde si numele de eliminarea cuantificatorilor.
Pentru a aprecia puterea acestei teoreme, considerim spatiul euclidian R”*! in care coordonatele sunt
notate cu (co, . . ., cp—1, ). Pentru simplitate notam ¢ := (cy, ..., cp—1) € R™ i definim

Pxx) :=cy+crx+---+ Cn1z" Va2 e Rix].
Sa consideram multimea algebrica
Z={(@zeR"™ cgtcaz+ - +cp12" 1 +2"=0}={(GxeR"™; Pyz)=0}.

Daci 7 : R""! — R™ este proiectia canonici (¢, z) +— ¢, atunci (Z) se poate indentifica cu multimea
polinoamelor de grad n cu coeficienti reali care au cel putin o radacina reald,

m(Z)={ceR"; JxeR: Pxz)=0}.
Teorema Tarski-Seidenberg ne spune ci 7(Z) este submultime semialgebrica si deci se poate scrie ca o
reuniune finitd 7 = Z; U - - - U Z,,, unde fiecare din multimile Z;, constd din solutiile unui sistem finit de
inecuatii polinomiale in n variable.

Cu alte cuvinte, pentru a decide daci un polinom de grad n cu coeficienti reali ¢ are o radacina reala este
suficient sd ardtdm ca vectorul coeficientilor ¢ este solutie a unuia din sistemele polinomiale care definesc
multimile Zj.

Din cauza teoremei Tarski-Seidenberg, geometria semialgebrici are o legaturid strinsa cu logica matem-
atici.” Matematicienii descriu diferitele multimi folosind operatorii logici V (= SAU), A (=SD), = (=
NEGATIE) precum si cuantificatorii 3 gi V. Operatorii logici V, A, — corespund operatiilor booleene de
reuniune, intersectie si complement. Dupa cum am viazut, cuantificatorul 3 se traduce 1n teoria multimilor
prin constructia imaginii unei multimi dintr-un produs cartezian via una din proiectile canonice ale pro-
dusului. De exemplu, dacd S C A x B atunci multimea

{xeA; Jy € B; (x,y)ES}

este coincide cu m4(S), unde m4 : A X B — A este proiectia canonica, (a,b) — a.
Cuantificatorul V se poate exprima folosind quatificatorul 3 si operatorul negatie. Sd consideram de
exemplu multimea
M:{a:GA; VyGB,(:E,y)ES}.

Un logician ar spune cd multimea M este definitd de formula

r€A: YyeB, (x,y) €S,
adicd M constd din acei x pentru care formula de mai sus este adevarata. Atunci

A\M={zecA; JyeB, (z,y) e (AxB)\S}=ma((AxB)\S),

si deci

MZA\?TA((AX B)\S).

Putem descrie M prin urmétoarea formula
reA: ﬂ(EIyGB, “((z,y) € (A x B)))

Din observatiile de mai sus deducem urmétorul principiu extrem de folositor.

Orice formula in care apar doar operatorii V, \, -, cuantificatorii 3,V si multimi semialgebrice defineste
o submultime semialgebricd.
Iata o simpld aplicatie a acestui principiu. Sa consideram o multime semialgebricd S C R". Atunci
mulfimea
z€R": Ve>0, Is€S: |z —s> <& (2.1)

2Alfred Tarski, unul din autorii acestei teoreme, a fost unul din cei mai ilustri logicieni ai secolului 20.
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este o multime semialgebrica deoarece multimile {¢ > 0} si
{(z,5,6) ER"xR" x R; |z —s]*<e®}

sunt semialgebrice. Pe de alta parte, este clar cd multimea din (2.1) este tocmai inchiderea lui .S. Deducem
ca dacd S este submultime semialgebricd, atunci si inchiderea ei este semialgebrica. g

Si reamintim o notatie din teoria mulfimilor. Daci A si B sunt doui mulfimi, atunci B4 este multimea
de functii A — B. De exemplu, daci avem o multime V = {vy,...,v,} atunci CV = C".

Sa presupunem cd M = (G, ¢, Vy, ¢) este un mecanism plan cu multimea de varfuri V. Atunci spatiul
de configuratii C(M) este o submultime algebrici in spatiul euclidian C¥. Sa observdm cd pentru orice
varf v € V avem o proiectie canonici 7, : C¥ — C dati de

CY 3¢~ m(¢) :=(¢(v) e C.

Observam cd urma unui varf v se poate descrie prin egalitatea C(M, v) = 7, ( e(M) ) . Folosind teorema
Tarski-Seidenberg deducem urmatorul rezultat.

Corolarul 2.11. Urma unui véirf liber a unui mecanism este o submultime semialgebricd a planului. O

Putem acum oferi un enunt mult mai precis al teoremei de universalitate.

Teorema 2.12 (de universalitate a lui Kempe). Orice submultime compactd® semialgebricd este urma unui
vdrf liber al unui mecanism plan. O

Observatia 2.13. (a) Formularea de mai sus este doar un caz special al teoremei de universalitate. Pentru
o versiune mai generald trimitem la lucrarea [8]. Acolo sunt descrise foate multimile semialgebrice din
plan, compacte sau necompacte, care pot fi trasate cu ajutorul unui mecanism plan.

(b) Imaginile pe un ecran de calculator sunt reuniuni finite de pixeli. Un pixel este un patritel foarte
mic pe suprafata ecranului. Orice poligon convex este multime semialgebrica intrucit este intersectie de
semiplane. Prin urmare un pixel este o multime semialgebricd compactd si deci orice regiune care se poate
vizualiza pe un calculator este compacta.

Pentru a intelege formularea lui Thurston a acestei teoreme sd observdm mai 1ntdi ca orice curba com-
pactd din plan care este reuniune finitd de arcuri parametrizate de polinoame este o submultime semi-
algebricd. Astfel de curbe, numite spline 1n analiza numerica, sunt folosite pentru a aproxima curbe arbi-
trare in plan. In particular, putem gisi aproximdri spline arbitrar de precise pentru curba in plan descrisd de
semndtura unei persoane. Aproximarea poate fi mai precisa decat rezolutia celui mai fin microscop. Din
teorema de universalitate deducem cd pentru orice curba descrisd de semnatura unei persoane pe o foaie
de hartie putem gési un mecanism care si traseze o aproximare a ei capabild sd inducd in eroare cel mai
performant microscop.

Orice curba sau regiune plana care se poate produce cu un software de grafica este o curbé spline sau
o regiune delimitatd de curbe spline si in particular, este o curbd semialgebricd compactd. Mazgaleala
din figura de mai jos a fost produsa cu un astfel de software (Adobe Illustrator), si prin urmare, este o
submultime semialgebricd compacta plani. Teorema de universalitate spune cd existd un mecanism astfel
incat un varf al sdu traseaeza imaginea din Figura 2.1.

3Pentru cititorul nefamiliar cu notiunea de compactitate, iata-i definitia. O submultime S C R™ se numeste compactd daci
este mdrginitd (adicd este continuta intr-o bila de raza suficient de mare) si inchisd (dacd limita oricarui sir de puncte din S este
de asemenea un punct din S).
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Jb

FIGURE 2.1. Mazgaleala semialgebricd.

(c) Teorema de universalitate are o istorie interesantd. A fost formulata si demonstratd pentru prima data
de A. Kempe® in 1876, [6].

Desi principiul foarte ingenios de demonstratie si ideile de baza erau corecte, demonstratia avea o
eroare. In termeni abstracti, el a neglijat s considere rolul singularititilor in spatiul de configuratii al unui
mecanism. In termeni concreti, el a neglijat si considere rolul unor configuratii de genul contraparalelo-
gramului descris Tn Exemplul 1.2.

Demonstratia a fost reparatd mai bine de un secol mai tarziu de matematicienii M. Kapovich i J. Millson
in lucrarea [5]. Demonstratia lor se bazeazd pe acelasi principiu ca si Kempe, dar pasii intermediari au fost
modificati substantial folosind puncte de vedere si rezultate moderne de geometrie. In acestd lucrare ei
demonstreazd rezultate mult mai generale, dar enunturile lor sunt mult prea sofisticate pentru a le include
aici.

In 2005, doi tineri studenti americani T. Abbot si R. Barton, au reabilitat demonstraja lui Kempe in teza
lor de Master de la Massachusets Institute of Technology, [1].

(d) Probabil c4 cititorul este curios sd afle cat de complicat este de construit concret un mecanism care sa
traseze o curbd plana data. Metoda de demonstratie este constructivd, dar conduce la mecanisme extrem de
complexe. T. Abbot si R. Barton (care sunt informaticieni) au estimat in [ 1] aceastd complexitate. Pentru
mai multe informatii privind aceastd teorema trimitem la recenta monografie [3]. O

In sectiunea care urmeaza dorim sd schitdm demonstratia lui Kapovich si Millson a teoremei de univer-
salitate.

3. REPREZENTAREA APLICATIILOR POLINOMIALE CU AJUTORUL MECANISMELOR

Sd explicdm, 1n reformularea modernd lui Kapovich si Millson, tehnica de baza propusd de Kempe.
Fie M = (G,¢,V}, ¢) un mecanism plan abstract. Ca de obicei, notim cu V' multimea de varfuri. Sa
presupunem ci I, @ sunt submultimi ale lui V. Multimea I este multimea de inputuri, iar O este multimea
de outputuri. Multimile I si O pot avea varfuri In comun. Si observdm cd avem niste proiectii canonice

m:CYV =l CVs¢m¢ech

Reamintim cd in egalitatea de mai sus privim ¢ ca o functie ¢ : V' — C. Atunci |y este restrictia ei la
submultimea I. In mod similar definim o proiectie canonici g : C¥ — CP. Spatjul de configuratii G(M)
este, dupi cum stim, o submultime algebrici reald a lui C¥'. Definim

D(M,I) :==m(e(M)) c Cl.

Numim aceastd multime domeniul tripletului (M,I, Q). Din teorema Tarski-Seidenberg deducem ci
domeniul este o multime semialgebrica.

“El a fost avocat de profesie, dar mare amator de matematicd. Printre altele, a dat si o demonstratie (incompletd) a problemei
celor patru culori. In pofida erorii, ideile lui s-au dovedit a fi fundamentale. Demonstratia din 1976 a acestei teoreme cu ajutorul
calculatorului se bazeza pe ideile propuse de Kempe.
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Fie I : D(F) c C! — CP o aplicatie definitd pe o submultime D(F) a lui C'. Spunem ci tripletul
(M, I,0) reprezintd aplicatia F' daca domeniul D(M, I) este continut in domeniul D(F') al aplicatiei F
si in plus

mo = F(m(()), V¢ € e,

In limbaj modern, egalitatea de mai sus spune ca diagrama de mai jos este comutativa.

eM)

D(F) - cO

Sd observam ca dacd (M, I, Q) reprezintd F, atunci pentru fiecare punct 2 € D (M, ) pot existd mai
multe configuratii ( € C(M) astfel incét (|} = Z. Toate aceste configuratii au insé proprietatea ci pozitia
outputului (| este unic determinata. Mai precis, daci inputul |y este punctul Z € C, atunci output-ul
(| este punctul F(Z) € CP. Cu alte cuvinte, pozitia varfurilor input determina unic pozitia varfurilor
output, desi poate existd o multitudine de configuratii pentru cu aceleasi varfuri input si output.

Exemplul 3.1. (a) Si consideram mecanismul canonic Mc,,, definit in Exemplul 1.4. Definim I = {D} si
O = {E}. Este clar cd (Mcan, I, Q) reprezinti aplicatia identitate C — C.

(b) Si notim cu M inversorul lui Peaucellier rigidizat® in care varful S este liber; vezi Figura 3.1. Am
introdus varful F' pentru a elimina unele degeneriri. in Figura 3.1 avem ¢ < b < a

FIGURE 3.1. Inversorul lui Peaucellier cu varful S liber.

Daci definim I = {M} si O = {N}, atunci tripletul (M, I, Q) reprezintd restrictia la coroana circu-

lar{a}

Va2 =2+ —c<|z-0|<Va2 -+ 2+c
a transformdrii prin inversiune de centru O si de putere a® — b?; vezi [4, Teorema 241]
(c) Sé consideram din nou bratul de robot din Exemplul 1.1, Figura 1.1. Notdm cu B acest mecanism plan
si definim I = {c}, O = {a}. Domeniul tripletului (B, I, Q) este discul D(a,2r) de razd 2r centrat in
punctul a. Acest triplet reprezintd functia constantd F' : D(a,2r) — C, z — a. O

Inainte de a introduce urmdtorul concept cheie datorat lui Kapovich si Millson trebuie sd mai facem
cteva observatii elementare. S observam ca orice bijectie « : A — B induce on izomorfism liniar

o :CB - ¢4
care asociazd functiei ¢ : B — C functia o*(¢) = (o : A — C. Astfel, dacd notdm cu [n] multimea

{1,2,...,n}, atunci spatiul CI"l se identifici natural cu spatiul C", iar orice bijectie « : [n] — I induce
un izomorfism a* : C! — C".

SReamintim ci rigidizarea revine la addugarea unei proteze rombului M PN (). Pentru simplitate, nu am mai inclus proteza
in Figura 3.1.
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Definitia 3.2. Fie /' : C* — C™ o functie polinomiald reald. Spunem ca F' este reprezentabild prin
mecanisme plane dacd pentru orice razd R > 0, oricit de mare, existd un mecanism

M:MR = (G7€7Vf5¢)

cu multimea de varfuri V' = Vg, submultimi I, O C V, si bijectii o : [} — I, 8 : [m] — O astfel incat au
loc urmétoarele conditii.
(@) INnO = 0.
(b) Domeniul D(M,I) contine bila de razi R in C' cu centrul in origine.
(c) Tripletul (M, I, Q) reprezinti functia polinomiali (5*)~' o F o a* : CT — C?, adici diagrama de
mai jos este comutativa.

e(M)
7 X
C! cO
cr - cm

Exemplul 3.3. Si considerdm aplicatia polinomiald F' : C> — C, F(z,w) = (2, w). Aceasta se poate
reprezenta cu ajutorul unor mecanisme numite pantografe; vezi Figura 3.2.

FIGURE 3.2. Pantograf.

Sa notdm cu P acest mecanism. Rombul CDF'E este rigidizat, dar pentru simplitate nu am inclus
proteza. In Figura 3.2 am notat cu z € C coordonata complexi a lui 4, si cu w € C coordonata complexi
alui B. Atunci coordonata complexd a lui C' este %(z + w) deoarece punctul C este mijlocul segmentului
[AB]. Observim cd |z — w| < 4a. Definim I = {4, B} si O = {C}. Atunci tripletul (P,I,0) are
domeniul

D(P,1) = {(z,w) € C* |z —w|<4a}.
Acest domeniu contine bila din C? cu centrul in origine si de diametru 4a,
{(z,w) € C% [2* + |w|* < 4a®}.

Variind lungimea a deducem ca aceastd familie de pantografe reprezintd functia F'. O

Are loc urmaitorul rezultat fundamental care generalizeazd Exemplul 3.3.

Teorema 3.4 (de reprezentabilitate a lui Kapovich-Millson). Orice aplicatie polinomiald reald C* — C™
este reprezentabild prin mecanisme plane. O
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Inainte de a schita demonstratia acestei teoreme dorim si ariitim cum putem deduce din ea teorema de
universalitate.
Demonstratia teoremei de universalitate. Urmim strategia din [8]. In demonstratie avem nevoie de
urmdtorul rezultat de geometrie semialgebrica.

Lema 3.5. Fie S C R™ o multime semialgebricd compacta. Atunci existd o multime algebricd compacta
A C R™ x R™ astfel incdt S = w(A), unde m : R"™ x R™ — R™ este proiectia canonicd. O

Demonstratia nu este lungd, dar foloseste rezultate delicate de geometrie algebricd reald si de aceea nu
o includem. Dificultatea constd in a gési o multime algebricd compactd A astfel incat 7(A) = S. Se pot
gisi foarte ugor multimi algebrice necompacte A astfel incat 7(A) = S. Cititorul interesat poate consulta
[8, Lemma 3.1].

Sa consideram o multime semialgebricd compacti .S din planul euclidian C. Folosind lema de mai sus
putem gasi o submultime algebrici reald compactd A C C™ x C astfel incat S = 7w(A),unde 7 : C" xC —
C este proiectia canonicd ,

(21 -+ Znt+1) > Zntl- 3.1
Folosind Propozitia 2.4 deducem ci existd o aplicatie polinomiali reald p : C™ x C — C astfel incat
A = p~1(0). Deoarece A este compacti,’ este inclusi intr-o bild By de razi R cu centrul in 0 € C" x C.

Din teorema Kapovich-Millson deducem ca aplicatia p este reprezentabild prin mecanisme. Prin urmare,
putem giisi un mecanism M = (G, ¢, V, ¢), submultimi disjuncte I, O C V, o bijectie [n + 1] = I astfel
incat ,

e multimea O are cardinal 1, O = {vy},

e imaginea lui D(M,I) prin izomorfismul o* : C' — C"*! contine multimea algebricd compacti
A, o* (D(M, ]I)) DA,

e tripletul (M, I, Q) reprezinti aplicatia C 2, et B =0,

Definim acum un nou mecanism M’ fixand vérful vy din O 1n originea planului complex. Mai precis

p(v), veVy
0, v=1g.

M, = (G7£7 V;7¢/)7 VJ! = Vf U {U0}> ¢/(U) = {

Atunci o (C(M’)) = A. Sd notdm cu v varful a(n+1). Atunci urma €(M’, v) a varfului v al mecanismu-
lui M’ coincide cu imaginea lui A prin proiectia 7 descrisi de (3.1). Aceastd imagine este, prin constructie,
multimea semialgebricd compactd S C C. O

4. DEMONSTRATIA TEOREMEI DE REPREZENTABILITATE

Principiul de demonstratie datorat lui Kempe este simplu: reducem problema reprezentabilitétii la o
clasd de aplicatii polinomiale mai simple care genereazid prin operatii elementare (adunare, Tnmultire,
compunere etc.) intreaga familie de aplicatii polinomiale.

Sa consideram doud aplicatii polinomiale Fy : C* — C™0 si Fy : C* — C™!, Atunci avem o noud
aplicatie polinomiald Fyy x Fy : C* — C™0 x C™. Daci restrictia lui F};, j = 0,1, la o bild B a spatiului
C™ este reprezentabild printr-un triplet (M, I;, ©;) si bijectii

aj: [n] — 1, Bj:[my] — 0y),

atunci putem forma un nou mecanism M = Mg x M; obtinut identificand varfurile din I cu varfurile din
I; cu ajutorul bijectiei

HO i [[’I’L]] & Hl.

6Aici avem nevoie de compactitatea lui S. Dacii S nu e compacti atunci A nu poate fi compacta.
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Multimile I si I; se identifica natural cu o submultime de varfuri a lui Mg x M;. Definim O = Qg U Q.
Atunci tripletul (Mg x My, I, O) reprezintd restrictia lui Fy x F} la bila B a spatiului C". Am aritat astfel
cd dacd doud aplicatii polinomiale F; : C" — C™ sunt reprezentabile, atunci si produsul lor cartezian
Fy x F este reprezentabil. Am redus astfel problema reprezentabilitdtii la cazul special al aplicatiilor
polinomiale reale £ : C" — C.

In Exemplul 3.1(a) am aratat ci aplicaia identici 1 : C — C. Prin urmare, si produsul cartezian

Ap=1x--x1:C—C", z—(z,...,2)
n n
este reprezentabild.
Lema 4.1. (a) Compunerea a doud aplicatii polinomiale reprezentabile este o aplicatie polinomiald

reprezentabild.
(b) Dacd F; : C" — C™J, j = 0,1 sunt doud aplicatii reprezentabile, atunci functia

(Fo,Fl) CMOx CM - CMox C™,CM x C™ > (50, 21) — (Fg(zo,Fl(Zl),)
este reprezentabild. In particular, aplicatia identicd 1,, : C" — C" este reprezentabild.
(c) Functiile
M, _
z—5cz, c€R" z»iz2, 9z
sunt reprezentabile. Mai general, operatia de reflexie intr-o dreaptd in plan este reprezentabild.
(d) Aplicatia de adunare A : C*> — C, > (,w) — z + w € C este reprezentabild. O

Pentru a nu ntrerupe firul logic al expunerii vom prezenta demonstratia acestei leme ceva mai tarziu.
Sa presupunem cid F, G : C" — C sunt doua aplicatii reprezentabile. Atunci sumalor F'+G : C* — C
se poate scrie ca 0 compunere

cn tnxdn o on B9 2 Ao

Prin urmare, suma lor este de asemenea reprezentabild. Rezultd cd pentru a arita reprezentabilitatea
aplicatiilor polinomiale este suficient sa ardtam ca aplicatiile monomiale

C" — C(z1y...y2n) — Mzi“éll’l . '22"22", peC, a,b; €N 4.1)
sunt reprezentabile. Identitatea
1
2w = Z((z%—w)Q - (z—w)2>

impreuna cu Lemma 4.1 ne arati ci functia produs (z, w) L 2w este reprezentabild. Deducem 1n acest
fel cd produsul a doud functii reprezentabile este o functie reprezentabild.

Deoarece orice rotatie a planului in jurul originii se poate descrie ca si compunerea a doui reflexii’
deducem cid orice rotatie a planului este reprezentabila. O rotatie este echivalentd cu Tnmultirea cu un
numdr complex de lungime 1. Deoarece inmultirea cu orice scalar real este reprezentabild, deducem ci si
inmultirea cu orice scalar complex este reprezentabila.

Exemplul 3.1(c) aratd cd monomul constant, 1, de grad zero, este reprezentabil pentru cd e descris de
functia constantd.

Pentru a arati ci functia (21, . .., z,) + 2 este reprezentabild considerim mecanismul D,, care consta
din n varfurile V,, = {v1,...,v,} si nici o muchie. Daci notdim I = V,,, O = {v;} atunci deducem ci
tripletul (D,,, I, Q) reprezintd functia de mai sus. Avem insd o problema: conditia (a) din Definitia 3.2
este violatd deoarece multimile I si O nu sunt disjuncte. Pentru a repara aceastd problema ne folosim de
urmadtorul truc.

7Sti;i sd ardtati acest lucru?
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Inlocuim varful v, cu mecanismul canonic descris in Exemplul 1.4. Obtinem un nou mecanism D,, . a
cdrui multime de varfuri este

Vg = (Vo \ {us} ) U{A, B,C, D, E},

unde reamintim (vezi Figura 1.5) cd A, B, C, D, F sunt varfurile mecanismului canonic. Singurile muchii
ale noului mecanism sunt doar muchiile care apar In mecanismul canonic. Definim

L= (Vo \ {vs}) U{D}, Ony:={E}.

Atunci tripletul (D, , I, i, Oy, 1) reprezintd functia monomiala (21, ..., 2;) — 2.
Deducem astfel ci orice aplicatie monomiala de forma (4.1) este reprezentabild. Demonstratia teoremei
de reprezentabilitate este Incheiatd dacd demonstram Lemma 4.1.

Demonstratia Lemei 4.1. (a) Sa presupunem cd avem doud aplicatii polinomiale reprezentabile
cro Fo, o B one

Fixam o bild By de raza Ry cu centrul in originea lui C™°. Intrucat Fy este continua existd o bild B de
razd R; cu centrul in originea lui C"* astfel incat

Fo(B(0,Rp)) C B(0, Ry).

Intrucat aplicatiile Fyy si F sunt reprezentabile, existi mecanisme M; = (G, ¢5, VJZ ,$5), 7 = 0,1, cu
mulfimile de varfuri V;, submulfimi disjuncte I;, O; C V; si bijectii

ay ot [nj]] — ]Ij, ﬂj : [[nj+1]] — @j> ] = O, 1,
astfel incat tripletul (M, I;, ©;) reprezintd functia

@,
B; —— it

_ * -1 * n;
®j = (Bj11)" o Fjoaj: By —CYH, o] 1

(@Y p— L VE S|
Fj
Formdm acum mecanismul M = Mo#q, 1, M1 obtinut identificind varfurile din O cu varfurile din I; cu

ajutorul bijectiei
/871
@0 L> [[??,1]] & ]Il.
Notdm cu V multimea de varfuri a noului mecanism. Atunci [ si Q; se identificd cu submultimi disjuncte
I,O C V, iar tripletul (Mo#q,,1, M1,I, Q) reprezinta functia polinomiald F o Fj restrictionata la bila
By.
(b) Demonstratia acestei afirmatii o Idsam ca un exercitiu cititorului.

(c) Pentru a demonstra cd M, este reprezentabild folosim pantograful rigidizat cu un punct fix; Figura
4.1.

ra

ra
ra

A B C

FIGURE 4.1. Pantograful cu un punct fix.
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Notim cu P acest mecanism, in care varful A este fixat in originea planului. Definim I = {B},
O = {C'} si notiim cu z coordonate lui B. Din teorema lui Thales deducem ci tripletul (P, I, Q) reprezinti
functia M., ¢ = (1 + r)z, pe domeniul {|z| < 2a}. Dacd alegem a si r arbitrar deducem ci toate functiile
M., ¢ > 1, sunt reprezentabile. Daci schimbam rolurile lui B si C, adici definim I = {C'} si O = { B},
deducem ci si functiile M., ¢ € (0, 1), sunt reprezentabile.

Daci in pantograful din Figure 4.1 fixam varful B in origine, si alegem r = 1, obtinem un mecanism
pe care-1 notim cu Pp. Definim I = {A} si O = {C'}. Atunci tripletul (P g, [, Q) reprezintd functia M_,
pe domeniul {|z| < 2a}. Rezultd c& inmultirea cu orice scalar real ¢ # 0 este reprezentabila.

Deoarece functia (z, w) — %(z + w) este reprezentabild (Exemplul 3.3) deducem cé si compunerea

1
(z,w)+—>§(2+w)+&>z+w

este reprezentabild. Asta ne aratd cd functia adunare este reprezentabild si deci partea (d) a lemei este
demonstrata.
Notim cu h inversiunea de centru originea, si putere 2, t > 0. In coordonate complexe putem scrie
)
h(z) = —5=z. 4.2
()= (42)
Dupa cum am vézut in Exemplul 3.1(b), Figura 3.1, putem folosi inversorul lui Peaucellier pentru a
reprezenta aceastd inversiune pe coroane circulare. Dacd in Figura 3.1 alegem t = Va2 — b = 4r si

¢ = 3r acest mecanism reprezintd inversiunea h pe coroana circulard {2r < |z| < 8r}.
Folosind (4.2) deducem imediat egalitatea

22:tz—th<%(h(t+z)+h(t—z)))

Dacd alegem |z| < r, atunci z + t si z — ¢ se afld in coroana circulard {2r < |z| < 8r} si deci h(z +t) si

h(z — t) se pot reprezenta prin mecanisme pe discul {|z| < t}. Cu alte cuvinte, functia 2 se obtine prin

adunare, compunere si inmultire cu scalari din functii reprezentabile si prin urmare este reprezentabila.
Ca sd reprezentdm functia conjugare z +— z folosim un mecanism descris in Figura 4.2.

FIGURE 4.2. Simuland conjugarea.

Sd explicam pufin aceastd figurd. Dreapta punctatd este axa reald. M, si M, sunt mecanisme indepen-
dente continand varfurile p si respectiv q astfel incat urma lui p este intervalul [—b, —al, iar urma lui ¢ este
intervalul [a,b]. (De exemplu, M, si M, sunt inversoare Peaucellier rigidizate ca in Exemplul 1.3.) in
mjilocul figurii avem un romb rigidizat puqv ale cdrui laturi au lungimea c. Notdm cu € acest mecanism
si definim I = {u}, O = {v}. Observim ca tripletul (C, I, Q) reprezinta aplicatia de conjugare intrucit v
este reflexia lui v In axa reald. Dacd alegem a, b, c astfel incat

min(b—c¢,c—a) > R >0
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atunci domeniul acestui triplet contine discul {|z| < R}. Aceasta aratd cd aplicatia de conjugare este
reprezentabild. g
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