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Ç‚Â‰ÂÌËÂ 

 

Ç ‰‡ÌÌÓÏ ÒÓÓ·˘ÂÌËË ÒÓ‰ÂÊËÚÒfl Í‡ÚÍËÈ ÔÂ-
ÂÒÍ‡Á ÍÓÌÒÚÛÍˆËÈ Ë ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓ‚, ËÁÎÓÊÂÌÌ˚ı ‚
˝ÎÂÍÚÓÌÌÓÏ ÔÂÔËÌÚÂ [4], ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚ı ‡‚ÚÓÓÏ
‚ ‡ÏÍ‡ı ‡·ÓÚ˚ Ì‡‰ ÒËÏÔÎËˆË‡Î¸ÌÓÈ ÔÓ„‡Ï-
ÏÓÈ ‰Îfl ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍËı Í‚‡ÌÚÓ‚˚ı ÚÂÓËÈ ÔÓÎfl.
à‰Âfl ÒËÏÔÎËˆË‡Î¸ÌÓÈ ÔÓ„‡ÏÏ˚ – ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚ-
Ì‡fl Á‡ÏÂÌ‡ ÚÂÓËË ÔÓÎfl Ì‡ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË 

 

M

 

 ‚
Î‡„‡ÌÊÂ‚ÓÏ ÙÓÏ‡ÎËÁÏÂ Ì‡ ‰ËÒÍÂÚËÁÓ‚‡ÌÌÛ˛
(ÒËÏÔÎËˆË‡Î¸ÌÛ˛) ÚÂÓË˛, Ò‚flÁ‡ÌÌÛ˛ Ò ÚË‡Ì„Û-
ÎflˆËÂÈ 

 

T

 

 ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl 

 

M

 

, Ò ÍÓÌÂ˜ÌÓÏÂÌ˚Ï ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ÔÓÎÂÈ. ùÍ‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ‡fl Á‡ÏÂÌ‡ ÓÁÌ‡˜‡-
ÂÚ, ˜ÚÓ ÌÛÊÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÔÓÎÂÈ,
‰ÂÈÒÚ‚ËÂ Ë Ì‡·Î˛‰‡ÂÏ˚Â ÒËÏÎËˆË‡Î¸ÌÓÈ ‚ÂÒËË
ÚÂÓËË, Ú‡Í ˜ÚÓ ÍÓÂÎflÚÓ˚ ‚ ÌÂÈ ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú Ò
ÍÓÂÎflÚÓ‡ÏË ËÒıÓ‰ÌÓÈ ÚÂÓËË Ì‡ ÏÌÓ„ÓÓ·‡-
ÁËË. í‡Í‡fl Á‡ÏÂÌ‡ ÔÓÁ‚ÓÎËÎ‡ ·˚ ‚˚˜ËÒÎflÚ¸ ÒÚ‡Ú-
ÒÛÏÏÛ Ë ÍÓÂÎflÚÓ˚ Í‚‡ÌÚÓ‚ÓÈ ÚÂÓËË ÔÓÎfl ÌÂ
˜ÂÂÁ ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î¸Ì˚È ËÌÚÂ„‡Î, ‡ ˜ÂÂÁ ÍÓÌÂ˜-
ÌÓÍ‡ÚÌ˚Â ËÌÚÂ„‡Î˚, ËÁ·Â„‡fl ÚÂÏ Ò‡Ï˚Ï ÔÓ-
·ÎÂÏ˚ ‡ÒıÓ‰ËÏÓÒÚÂÈ Ë ÔÂÂÌÓÏËÓ‚ÓÍ. Ç ‰‡Ì-
ÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â Ï˚ Á‡ÌËÏ‡ÂÏÒfl ÌÂ‡·ÂÎÂ‚ÓÈ 
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-ÚÂÓËÂÈ
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– ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì‡fl ÙÓÏ‡ Ì‡ 
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2 ÒÓ ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË ‚ 

 

�

 

 (‡Î„Â·Â ãË „ÛÔÔ˚ 

 

G

 

). äÓ-
ÏÂ ÚÓ„Ó, Ï˚ Á‰ÂÒ¸ ÌÂ Ó·ÒÛÊ‰‡ÂÏ Ì‡·Î˛‰‡ÂÏ˚Â.

ëıÂÏ‡ ‡·ÓÚ˚ Ú‡ÍÓ‚‡: 

 

BF

 

-ÚÂÓËfl, Á‡ÔËÒ‡ÌÌ‡fl ‚
ÙÓÏ‡ÎËÁÏÂ Å‡Ú‡ÎËÌ‡–ÇËÎÍÓ‚˚ÒÍÓ„Ó (ÅÇ) (˜ÚÓ
ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ‚ ‰‡ÌÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â Á‡ÏÂÌÛ ÔÓÎÂÈ 

 

A

 

 Ë 

 

B

 

 Ì‡
ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰Ì˚Â ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚Â ÙÓÏ˚), ËÌ-
ÚÂÔÂÚËÛÂÚÒfl Í‡Í ˜‡ÒÚÌ˚È ÒÎÛ˜‡È “‡·ÒÚ‡ÍÚ-
ÌÓÈ” 

 

BF

 

-ÚÂÓËË, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÈ ‰ËÙÙÂÂÌˆË-
‡Î¸ÌÓÈ „‡‰ÛËÓ‚‡ÌÌÓÈ ‡Î„Â·Â ãË 

 

�

 

-ÁÌ‡˜Ì˚ı
‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı ÙÓÏ Ì‡ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË 

 

M

 

(Á‰ÂÒ¸ ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl Ë‰ÂË ËÁ [1]). Ñ‡ÎÂÂ ‰Îfl ‡·-
ÒÚ‡ÍÚÌÓÈ 

 

BF

 

-ÚÂÓËË ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÔÓˆÂ‰Û‡ ÔÂ-
ÂıÓ‰‡ Í ˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓÈ (ËÌ‰ÛˆËÓ‚‡ÌÌÓÈ) ÚÂÓËË

B

M
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Ì‡ ÔÓ‰ÍÓÏÔÎÂÍÒÂ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÅÇ-ËÌÚÂ„‡Î‡. èÓ
ÍÓÌÒÚÛÍˆËË, ËÌ‰ÛˆËÓ‚‡ÌÌÓÂ ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ, Ú‡Í ÊÂ
Í‡Í Ë ËÒıÓ‰ÌÓÂ, Â¯‡ÂÚ Í‚‡ÌÚÓ‚ÓÂ Ï‡ÒÚÂ-Û‡‚ÌÂ-
ÌËÂ Å‡Ú‡ÎËÌ‡–ÇËÎÍÓ‚˚ÒÍÓ„Ó. ëËÏÔÎËˆË‡Î¸ÌÓÈ

 

BF

 

-ÚÂÓËË ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ËÌ‰ÛˆËÓ‚‡ÌËÂ Ò 

 

�

 

-ÁÌ‡˜-
Ì˚ı ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı ÙÓÏ Ì‡ 
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-ÁÌ‡˜Ì˚Â ÍÎÂ-
ÚÓ˜Ì˚Â ÍÓˆÂÔË ÚË‡Ì„ÛÎflˆËË. Ñ‡ÎÂÂ, ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ
Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó ÒËÏÔÎËˆË‡Î¸ÌÓÈ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓÒÚË ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl
ÒËÏÔÎËˆË‡Î¸ÌÓÈ 

 

BF

 

-ÚÂÓËË: ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ ‡ÒÍÎ‡‰˚‚‡-
ÂÚÒfl ‚ ÒÛÏÏÛ ÎÓÍ‡Î¸Ì˚ı ‚ÍÎ‡‰Ó‚ ÓÚ ÓÚ‰ÂÎ¸Ì˚ı
ÒËÏÔÎÂÍÒÓ‚ ÚË‡Ì„ÛÎflˆËË. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ˜ÚÓ·˚
ÁÌ‡Ú¸ ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ ÒËÏÔÎËˆË‡Î¸ÌÓÈ 

 

BF

 

-ÚÂÓËË, ÌÛÊ-
ÌÓ ÎË¯¸ ÔÓ‰ÂÎ‡Ú¸ ÛÌË‚ÂÒ‡Î¸ÌÓÂ ‚˚˜ËÒÎÂÌËÂ
‰Îfl Ó‰ÌÓ„Ó ÒËÏÔÎÂÍÒ‡ Í‡Ê‰ÓÈ ‡ÁÏÂÌÓÒÚË. ùÚÓ
‚˚˜ËÒÎÂÌËÂ ÔÓ‰ÂÎ‡ÌÓ ‚ ‡ÁÏÂÌÓÒÚflı 0 Ë 1 fl‚ÌÓ,
‡ ‚ ÒÚ‡¯Ëı ‡ÁÏÂÌÓÒÚflı ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ ÔÂÚÛ·‡-
ÚË‚Ì˚Â ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ (‚˚˜ËÒÎÂÌ˚ ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÌÂ-
ÒÍÓÎ¸ÍËı ÔÂ‚˚ı ÙÂÈÌÏ‡ÌÓ‚ÒÍËı ‰Ë‡„‡Ï ‰Îfl
ÅÇ-ËÌÚÂ„‡Î‡). 

äÓÌÒÚÛÍˆËfl ËÌ‰ÛˆËÓ‚‡ÌËfl ̋ ÙÙÂÍÚË‚ÌÓÈ ÚÂÓ-
ËË Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÅÇ-ËÌÚÂ„‡Î‡ ËÏÂÂÚ Ú‡ÍÊÂ ËÌÚÂ-
ÔÂÚ‡ˆË˛ ‚ ÚÂÏËÌ‡ı „ÓÏÓÚÓÔË˜ÂÒÍÓÈ ‡Î„Â·˚:
‰ÂÈÒÚ‚ËÂ ‡·ÒÚ‡ÍÚÌÓÈ 

 

BF

 

-ÚÂÓËË ÏÓÊÌÓ ÔÓÌËÏ‡Ú¸
Í‡Í ÔÓËÁ‚Ó‰fl˘Û˛ ÙÛÌÍˆË˛ ‰Îfl ÓÔÂ‡ˆËÈ ‰ËÙÙÂ-
ÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ „‡‰ÛËÓ‚‡ÌÌÓÈ ‡Î„Â·˚ ãË, ‡ ‰ÂÈ-
ÒÚ‚ËÂ ËÌ‰ÛˆËÓ‚‡ÌÌÓÈ ÚÂÓËË – Í‡Í ÔÓËÁ‚Ó‰fl˘Û˛
ÙÛÌÍˆË˛ ‰Îfl ÒÚÛÍÚÛ˚ Í‚‡ÌÚÓ‚ÓÈ 

 

L

 

∞

 

-‡Î„Â·˚ Ì‡
ÔÓ‰ÍÓÏÔÎÂÍÒÂ Ë ÅÇ-ËÌÚÂ„‡Î Á‡‰‡ÂÚ „ÓÏÓÚÓÔË˜Â-
ÒÍËÈ ÔÂÂÌÓÒ. ëÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú Ú‡ÍÊÂ ‰Û„ËÂ ÍÓÌÒÚÛÍ-
ˆËË ËÌ‰ÛˆËÓ‚‡ÌÌ˚ı ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚ¸-‡Î„Â· Ò ÔÓ-
ÏÓ˘¸˛ ÅÇ-ËÌÚÂ„‡Î‡ [6, 2]. 

ëËÏÔÎËˆË‡Î¸ÌÛ˛ 

 

BF

 

-ÚÂÓË˛ ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡Ú-
Ë‚‡Ú¸ Í‡Í ËÌÒÚÛÏÂÌÚ, ‰‡˛˘ËÈ ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍËÂ
ËÌ‚‡Ë‡ÌÚ˚ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÈ Ë ÛÁÎÓ‚ (ÔÓÒÎÂ ‚ÍÎ˛-
˜ÂÌËfl ‚ ÚÂÓË˛ Ì‡·Î˛‰‡ÂÏ˚ı) ‚ ÚÂÏËÌ‡ı ÍÓÌÂ˜-
ÌÓÍ‡ÚÌ˚ı ËÌÚÂ„‡ÎÓ‚. íÓ˜ÌÂÂ: ÒÚ‡ÚÛfl Ò ÒËÏÔÎË-
ˆË‡Î¸ÌÓÈ 

 

BF

 

-ÚÂÓËË Ì‡ ÍÎÂÚÓ˜Ì˚ı ÍÓˆÂÔflı ÚË-
‡Ì„ÛÎflˆËË, ÏÓÊÌÓ ËÌ‰ÛˆËÓ‚‡Ú¸ ˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓÂ
‰ÂÈÒÚ‚ËÂ Ì‡ ÍÓ„ÓÏÓÎÓ„Ëflı ‰Â ê‡Ï‡ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl.
ÑÂ‚ÂÒÌ‡fl ˜‡ÒÚ¸ ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl Ì‡ ÍÓ„ÓÏÓÎÓ„Ëflı ÒÓ‰Â-
ÊËÚ ËÌÙÓÏ‡ˆË˛ Ó ‡ˆËÓÌ‡Î¸ÌÓÏ „ÓÏÓÚÓÔË˜Â-
ÒÍÓÏ ÚËÔÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl, ‡ Í‚‡ÌÚÓ‚‡fl ‰‡ÂÚ ÌÂÍÓÚÓ-
˚Â ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚Â ËÌ‚‡Ë‡ÌÚ˚ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl.
íÓ, ˜ÚÓ Ò ÛÁÎ‡ÏË Ò‚flÁ‡Ì˚ Ì‡·Î˛‰‡ÂÏ˚Â ‚ 

 

BF

 

-ÚÂÓ-
ËË, ËÁ‚ÂÒÚÌÓ ËÁ [3]. ÇÍÎ˛˜ÂÌËÂ ÒËÏÔÎËˆË‡Î¸Ì˚ı
‡Ì‡ÎÓ„Ó‚ ˝ÚËı Ì‡·Î˛‰‡ÂÏ˚ı ‚ ÒËÏÔÎËˆË‡Î¸ÌÛ˛
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åÌfi‚
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-ÚÂÓË˛ ÔÓÁ‚ÓÎËÎÓ ·˚ ‚˚˜ËÒÎflÚ¸ ÌÂÍÓÚÓ˚Â
ËÌ‚‡Ë‡ÌÚ˚ ÛÁÎÓ‚ ‚ ‚Ë‰Â Í‡ÚÌ˚ı ËÌÚÂ„‡ÎÓ‚. 
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-„‡‰ÛËÓ‚‡ÌÌÓÂ ‚ÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓ-
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ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í ÒËÏÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ‡Î„Â·‡ Ì‡‰
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Ç‚Â‰ÂÏ Ú‡ÍÊÂ ‰‚‡ Ò‰‚ËÌÛÚ˚ı ÔÓ „‡‰ÛËÓ‚ÍÂ
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 ÔÓÎflÏË, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÓÌË fl‚-
Îfl˛ÚÒfl ÔÓËÁ‚Ó‰fl˘ËÏË ÙÛÌÍˆËflÏË ‰Îfl ÍÓÓ‰Ë-
Ì‡ÚÌ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ Ì‡ 
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 ÂÒÚ¸ ÒÚÛÍÚÛ‡ ‰ËÙÙÂÂÌ-
ˆË‡Î¸ÌÓÈ „‡‰ÛËÓ‚‡ÌÌÓÈ ‡Î„Â·˚ ãË (DGLA),
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 ÒÚÂÔÂÌÂÈ +1 Ë 0 ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ (‰ËÙÙÂ-
ÂÌˆË‡Î Ë ÒÍÓ·Í‡ ãË), ÔË˜ÂÏ ÒÍÓ·Í‡ „‡‰ÛËÓ-
‚‡ÌÌÓ-ÍÓÒÓÒËÏÏÂÚË˜Ì‡ Ë ‚˚ÔÓÎÌÂÌ˚ ÚË ÚÓÊ‰Â-
ÒÚ‚‡ DGLA: 
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 = 0, ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚Ó ãÂÈ·ÌËˆ‡ Ë ÚÓÊ‰Â-
ÒÚ‚Ó üÍÓ·Ë. èÓÚÂ·ÛÂÏ ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸ÌÓ, ˜ÚÓ·˚ 

 

V

 

·˚Î‡ ÛÌËÏÓ‰ÛÎflÌ‡, Ú.Â. ‰Îfl Î˛·Ó„Ó 

 

α ∈ 
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, 

 

∑

 

] = 0 (Á‰ÂÒ¸ Str

 

V

 

 – ÒÛÔÂ-ÒÎÂ‰ ÔÓ 

 

V

 

).
íÓ„‰‡ Ï˚ ÔÓÒÚÓËÏ ÔÓ ÒÚÛÍÚÛÂ DGLA Ì‡ 

 

V

 

ÙÛÌÍˆË˛ 

Â¯‡˛˘Û˛ Í‚‡ÌÚÓ‚ÓÂ Ï‡ÒÚÂ-Û‡‚ÌÂÌËÂ Å‡Ú‡ÎË-
Ì‡–ÇËÎÍÓ‚˚ÒÍÓ„Ó (QME): 

 

∆

 

eS/� = 0, ËÎË ‚ ˝Í‚Ë‚‡-

ÎÂÌÚÌÓÈ ÙÓÏÂ {S, S} + �∆S = 0. Ç ‰‡ÌÌÓÏ ÒÎÛ-

˜‡Â, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ S ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ �, QME ‡Á‰ÂÎflÂÚ-
Òfl Ì‡ ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍÛ˛ Ë ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓ Í‚‡ÌÚÓ‚Û˛
˜‡ÒÚ¸: {S, S} = 0 Ë ∆S = 0. äÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍÓÂ Ï‡ÒÚÂ-
Û‡‚ÌÂÌËÂ ‚ ‰‡ÌÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ ÚÓÈÍÂ
ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ ‚ DGLA – d2 = 0, ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚Û ãÂÈ·ÌË-
ˆ‡ Ë ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚Û üÍÓ·Ë. ä‚‡ÌÚÓ‚‡fl ˜‡ÒÚ¸ QME ˝Í-

� := V 1–[ ] V* +2[ ],⊕

Fan �( ) := S
.

V* +1[ ] V 2–[ ]⊕( ) �[ ][ ]

S
.

S := p dω, 1
2
--- ω ω,[ ]+ Fun �( ),∈

1
2
---

‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ‡ ÛÒÎÓ‚Ë˛ ÛÌËÏÓ‰ÛÎflÌÓÒÚË ‰Îfl V.
îÛÌÍˆËfl S Ó·Î‡‰‡ÂÚ Ò‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ gh(S) = 0. å˚ Ì‡-
Á˚‚‡ÂÏ S ‰ÂÈÒÚ‚ËÂÏ ‡·ÒÚ‡ÍÚÌÓÈ BF-ÚÂÓËË, ÔÓ-
ÒÚÓÂÌÌÓÈ ÔÓ V. 

Ç ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ı ÍÓÌÒÚÛÍˆËfl ‚˚„Îfl‰ËÚ ÒÎÂ‰Û˛-
˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ. èÛÒÚ¸ {ei} – ·‡ÁËÒ ‚ V, {ei} – ‰‚ÓÈ-
ÒÚ‚ÂÌÌ˚È ·‡ÁËÒ ‚ V*, {ωi} Ë {pi} – ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛-
˘ËÂ Ò‰‚ËÌÛÚ˚Â ·‡ÁËÒ˚ ‚ V*[+1] Ë V[–2]. Ç‚Â‰ÂÏ
Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËÂ |i| := deg(ei) ‰Îfl ÒÚÂÔÂÌÂÈ ·‡ÁËÒÌ˚ı
˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ ‚ V. íÓ„‰‡ deg(ei) = –|i|, gh(ωi) = 1 – |i|,
gh(pi) = |i| – 2. ÄÎ„Â·‡ ÙÛÌÍˆËÈ Fun(�) ÂÒÚ¸ ‡Î-
„Â·‡ ÒÚÂÔÂÌÌ˚ı fl‰Ó‚ ÓÚ ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı {ωi}, {pi} Ò
ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ÏË ‚ �[[�]]: 

ëÚÛÍÚÛ‡ ÅÇ-‡Î„Â·˚ Á‡‰‡ÂÚÒfl ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸-
Ì˚Ï ÓÔÂ‡ÚÓÓÏ 

ÒÚÂÔÂÌË gh(ω) = +1. èÓÎfl ω Ë p, ÔÓÌËÏ‡ÂÏ˚Â Í‡Í
˝ÎÂÏÂÌÚ˚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ V*[+1] ⊗ V Ë V* ⊗ V[–2] ÒÓ-

ÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ËÏÂ˛Ú ‚Ë‰ ω = ei Ë p = pi. 

èÛÒÚ¸  Ë  – ÒÚÛÍÚÛÌ˚Â ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ˚ ‰ËÙ-

ÙÂÂÌˆË‡Î‡ Ë ÒÍÓ·ÍË ãË ‚ V: d(ej) = ei, [ej, ek] =

= ei. íÓ„‰‡ ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ ËÏÂÂÚ ‚Ë‰ 

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ ‡·ÒÚ‡ÍÚÌÓÈ BF-ÚÂÓËË
ÏÓÊÌÓ Ì‡Á‚‡Ú¸ ÔÓËÁ‚Ó‰fl˘ÂÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ ‰Îfl
ÒÚÛÍÚÛ˚ DGLA Ì‡ V, ÔË˜ÂÏ, Í‡Í ·˚ÎÓ ÓÚÏÂ˜Â-
ÌÓ ‚˚¯Â, ÔÓËÁ‚Ó‰fl˘ËÏ Û‡‚ÌÂÌËÂÏ ‰Îfl ÚÓÈÍË
ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ DGLA Ë ÛÒÎÓ‚Ëfl ÛÌËÏÓ‰ÛÎflÌÓÒÚË
fl‚ÎflÂÚÒfl Í‚‡ÌÚÓ‚ÓÂ Ï‡ÒÚÂ-Û‡‚ÌÂÌËÂ. 

ëÚ‡Ì‰‡ÚÌÓÈ BF-ÚÂÓËË Ì‡ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË M Ò
Í‡ÎË·Ó‚Ó˜ÌÓÈ „ÛÔÔÓÈ G ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ‚˚·Ó
V = � ⊗ (M). 

ùÙÙÂÍÚË‚ÌÓÂ ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ 

èÛÒÚ¸ V – ÛÌËÏÓ‰ÛÎflÌ‡fl DGLA, ÔÛÒÚ¸ V' – ‰Â-
ÙÓÏ‡ˆËÓÌÌ˚È ÂÚ‡ÍÚ V Ë Á‡‰‡Ì˚ ‚ÎÓÊÂÌËÂ Ë
ÂÚ‡ÍˆËfl – Ô‡‡ ˆÂÔÌ˚ı ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÈ ι: V' → V Ë
r: V → V', Ë ‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ rι = idV'. íÂÏ Ò‡Ï˚Ï Á‡‰‡ÌÓ
‡ÁÎÓÊÂÌËÂ V ‚ ÔflÏÛ˛ ÒÛÏÏÛ ÔÓ‰ÍÓÏÔÎÂÍÒÓ‚ V =
= ι(V') ⊕ V'', „‰Â V'' = kerr, ÔË˜ÂÏ V'' ‡ˆËÍÎË˜ÂÌ.
èÛÒÚ¸ Ú‡ÍÊÂ Á‡‰‡Ì‡ ˆÂÔÌ‡fl „ÓÏÓÚÓÔËfl K, ÒÚfl„Ë‚‡-
˛˘‡fl V Ì‡ V'. íÓ ÂÒÚ¸ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ K: V → V ÒÚÂ-
ÔÂÌË –1, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘ÂÂ Kι = 0, rK = 0, dK + Kd =

Fun �( ) � �[ ][ ] ωi{ } pi{ },[ ][ ].=

∆ := 
∂

∂ωi
-------- ∂

∂ pi

--------
i

∑

ωi

i

∑ ei

i

∑
d j

i f jk
i

d j
i

i

∑
f jk

i

j k,
∑

S 1–( ) j 1+ d j
i piω

j 1
2
--- 1–( ) j k 1+( ) f jk

i piω
jωk.

i j k, ,
∑+

i j,
∑=

Ω
.
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= 1 – ιr, K2 = 0. íÓÈÍ‡ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÈ (ι, r, K) ÓÔÂ-
‰ÂÎflÂÚ ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ ïÓ‰Ê‡ ‰Îfl V Ì‡ Ó·‡Á V',
d-ÚÓ˜ÌÛ˛ ˜‡ÒÚ¸ V'' Ë K-ÚÓ˜ÌÛ˛ ˜‡ÒÚ¸ V'': 

éÚÓ·‡ÊÂÌËfl d:  →  Ë K:  → 
fl‚Îfl˛ÚÒfl ‚Á‡ËÏÌÓ Ó·‡ÚÌ˚ÏË. Ñ‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌ‡fl ÚÓÈ-
Í‡ (r*, ι*, K*) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ‰‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ
ïÓ‰Ê‡ ‰Îfl V*: 

èÓ V' Ë V'' Ï˚ ÒÚÓËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÔÓÎÂÈ �' :=
:= V'[–1] ⊕ V'*[+2], �'' := V''[–1] ⊕ V''*[+2] Ò Í‡ÌÓÌË-
˜ÂÒÍÓÈ ÅÇ-ÒÚÛÍÚÛÓÈ. èÓÎfl ω Ë p ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌ-
ÌÓ ‡Á·Ë‚‡˛ÚÒfl Í‡Í ω = ι(ω') + ω'', p = r*(p') + p''.
èÓ „ÓÏÓÚÓÔËË K Ï˚ ÒÚÓËÏ Î‡„‡ÌÊÂ‚Ó ÔÓ‰ÏÌÓ-
„ÓÓ·‡ÁËÂ � := [–1] ⊕ [+2] ⊂ �''. 

èÓ BF-‰ÂÈÒÚ‚Ë˛ S Ì‡ � Ï˚ ÍÓÌÒÚÛËÛÂÏ ˝Ù-
ÙÂÍÚË‚ÌÓÂ ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ S' ∈ Fun(�') Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ËÌÚÂ-
„‡Î‡ ÔÓ � (ÅÇ-ËÌÚÂ„‡Î'): 

(2)

á‰ÂÒ¸ µ� – Ú‡ÌÒÎflˆËÓÌÌÓ-ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ‡fl ÙÓÏ‡
Ó·˙ÂÏ‡ Ì‡ �. 

ëÓ„Î‡ÒÌÓ ÚÂÓÂÏÂ Ä. ò‚‡ˆ‡ [7] (‚ÂÒËfl ÚÂÓ-
ÂÏ˚ ëÚÓÍÒ‡ ‰Îfl ËÌÚÂ„‡Î‡ ÅÇ-ÍÓ„‡ÌËˆ˚ ÔÓ
Î‡„‡ÌÊÂ‚ÓÏÛ ÔÓ‰ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁË˛), ˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓÂ
‰ÂÈÒÚ‚ËÂ S' ÔÓ ÍÓÌÒÚÛÍˆËË Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ Í‚‡Ì-
ÚÓ‚ÓÏÛ Ï‡ÒÚÂ-Û‡‚ÌÂÌË˛ Ì‡ �': ∆'eS'/� = 0. á‰ÂÒ¸
∆' ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍËÈ ÅÇ-ÓÔÂ‡ÚÓ Ì‡ �'.
Ç˚·Ó Î‡„‡ÌÊÂ‚‡ ÔÓ‰ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl � ‚ (2), Í‡Í
Ó·˚˜ÌÓ ‚ ÅÇ-ÙÓÏ‡ÎËÁÏÂ, ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ‚˚·Ó ÙËÍ-
Ò‡ˆËË Í‡ÎË·Ó‚ÍË. ç‡¯ ‚˚·Ó ÒÚÓËÚ¸ � ÔÓ ‡Á-
ÎÓÊÂÌË˛ ïÓ‰Ê‡ ÂÒÚ¸ ‚‡Ë‡ÌÚ Í‡ÎË·Ó‚ÍË ãÓÂÌ-
ˆ‡. ëÓ„Î‡ÒÌÓ ‰Û„ÓÈ ÚÂÓÂÏÂ Ä. ò‚‡ˆ‡, ‚˚·Ó
‰Û„Ó„Ó � ‚ ÚÓÏ ÊÂ ÍÎ‡ÒÒÂ ÍÓ·Ó‰ËÁÏ‡ Î‡„‡ÌÊÂ-
‚˚ı ÔÓ‰ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÈ ÔË‚Ó‰ËÚ Í ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ-
ÏÛ ˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓÏÛ ‰ÂÈÒÚ‚Ë˛, Ú.Â. eS'/� ËÁÏÂÌflÂÚÒfl
Ì‡ ÅÇ-ÍÓ„‡ÌËˆÛ (∆' – ÚÓ˜Ì˚È ˜ÎÂÌ). 

àÌÚÂ„‡Î (2) ÏÓÊÌÓ ‚˚˜ËÒÎflÚ¸ ÔÂÚÛ·‡ÚË‚-
ÌÓ: S' ÂÒÚ¸ ÒÛÏÏ‡ Ò‚flÁÌ˚ı ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌ˚ı ÙÂÈ-
ÌÏ‡ÌÓ‚ÒÍËı „‡ÙÓ‚, „‰Â ‡ÁÂ¯ÂÌ˚ ‚ÌÂ¯ÌËÂ ‚ıÓ-
‰fl˘ËÂ Ë ËÒıÓ‰fl˘ËÂ Â·‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ 3-‚‡ÎÂÌÚÌ˚Â
‚ÌÛÚÂÌÌËÂ ‚Â¯ËÌ˚ ÒÓ ÒÔÂˆË‡Î¸ÌÓÈ ÓËÂÌÚ‡ˆË-
ÂÈ: ‰‚‡ ‚ıÓ‰fl˘Ëı Ë Ó‰ÌÓ ËÒıÓ‰fl˘ÂÂ Â·Ó. íÂÏ Ò‡-
Ï˚Ï ÂÒÚ¸ „‡Ù˚ ‰‚Ûı ‚Ë‰Ó‚: ‰Â‚ÂÒÌ˚Â – ·ËÌ‡-
Ì˚Â ÍÓÌÂ‚˚Â ‰ÂÂ‚¸fl (·ÂÁ ÔÎ‡Ì‡ÌÓÈ ÒÚÛÍÚÛ˚)
Ë Ó‰ÌÓÔÂÚÎÂ‚˚Â – „‡Ù˚ Ò Ó‰ÌËÏ ÓËÂÌÚËÓ‚‡Ì-
Ì˚Ï ̂ ËÍÎÓÏ, ‚ ÍÓÚÓ˚È ‚ÓÚÍÌÛÚ˚ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ‰ÂÂ-
‚¸Â‚. É‡ÙÓ‚ ÒÓ ÒÚ‡¯ËÏ ˜ËÒÎÓÏ ÔÂÚÂÎ¸ ‚ ËÌÚÂ-
„‡ÎÂ (2) ÌÂÚ. ç‡ ‚ÌÛÚÂÌÌËı Â·‡ı ‚˚˜ËÒÎflÂÚÒfl

V ι V'( ) Vd ex–'' VK ex–'' .⊕ ⊕=

VK ex–'' Vd ex–'' Vd ex–'' VK ex–''

V* r* V'*( ) Vd* ex–''* VK* ex–''* .⊕ ⊕=

VK ex–'' VK* ex–''*

1
�
---S' ω' p'; �,( ) 

 exp  :=

:= 
1
�
---S ι ω'( ) ω''+ r* p'( ), p''+( ) 

  µ�.exp

�

∫

ÔÓÔ‡„‡ÚÓ K, ÎËÒÚ¸flÏ (‚ıÓ‰fl˘ËÏ ‚ÌÂ¯ÌËÏ Â·-
‡Ï) ÒÓÔÓÒÚ‡‚ÎflÂÚÒfl ι(ω'), ÍÓÌ˛ (ËÒıÓ‰fl˘ÂÏÛ
Â·Û) – ÓÔÂ‡ˆËfl 〈r*(p'), •〉, ‚ ‚Â¯ËÌ‡ı ‚˚˜ËÒÎfl-
ÂÚÒfl ÒÍÓ·Í‡ ãË [•, •]. äÓÏÂ ˝ÚÓ„Ó ‚ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ „‡-
Ù‡ ‚ıÓ‰ËÚ Â„Ó ÒËÏÏÂÚËÈÌ˚È ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ Ë
ÏÌÓÊËÚÂÎ¸ �, ÂÒÎË „‡Ù Ó‰ÌÓÔÂÚÎÂ‚ÓÈ. 

èÂ‚˚Â ˜ÎÂÌ˚ ÔÂÚÛ·‡ÚË‚ÌÓ„Ó ‡ÁÎÓÊÂÌËfl
‰Îfl (2) ËÏÂ˛Ú ÒÎÂ‰Û˛˘ËÈ ‚Ë‰: 

á‰ÂÒ¸ ÒÛÔÂ-ÒÎÂ‰˚, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ Ó‰ÌÓÔÂÚÎÂ-
‚˚Ï ‰Ë‡„‡ÏÏ‡Ï, ‚˚˜ËÒÎfl˛ÚÒfl ÔÓ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Û
V[–1]. 

é·˘‡fl ÒÚÛÍÚÛ‡ ˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓ„Ó ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ‰Îfl
BF-ÚÂÓËË Ú‡ÍÓ‚‡: 

(3)

á‰ÂÒ¸ ÔÂ‚ÓÂ ÒÎ‡„‡ÂÏÓÂ – ‚ÍÎ‡‰ ‰ÂÂ‚¸Â‚, ‚ÚÓÓÂ –
‚ÍÎ‡‰ Ó‰ÌÓÔÂÚÎÂ‚˚ı ‰Ë‡„‡ÏÏ. àÁ Q'i Û‰Ó·ÌÓ ÒÓÒÚ‡-
‚ËÚ¸ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚È ÓÔÂ‡ÚÓ ÔÂ‚Ó„Ó ÔÓfl‰-

Í‡ Q' = Q'i(ω')  Ì‡ Fun(V'[–1]) (ËÌ‡˜Â, ‚ÂÍÚÓÌÓÂ

ÔÓÎÂ Ì‡ V'[–1]) – Åêëí-‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î ˝ÙÙÂÍÚË‚-
ÌÓÈ ÚÂÓËË. íÂÏ Ò‡Ï˚Ï ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ S' ÒÓÒÚ‡‚ÎÂÌÓ ËÁ
‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ÔÓÎfl Q' Ë ÙÛÌÍˆËË ρ' Ì‡ V'[–1]. ä‚‡Ì-
ÚÓ‚ÓÂ Ï‡ÒÚÂ-Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰Îfl S' ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ Ô‡Â
ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ Q'2 = 0 (ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍ‡fl ˜‡ÒÚ¸ QME) Ë
ρ'divQ' + Q'(ρ') = 0 (ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓ Í‚‡ÌÚÓ‚‡fl ˜‡ÒÚ¸).
èÂ‚ÓÂ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ Q' Á‡‰‡ÂÚ ÍÓ„Ó-
ÏÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ‚ÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓÎÂ Ì‡ V'[–1], ‚ÚÓÓÂ –
˜ÚÓ ρ' fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸˛ Q'-ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÈ ÏÂ˚
Ì‡ V'[–1]: LieQ'(ρ'µV'[–1]) = 0, „‰Â LieQ' – ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl ãË
‚‰ÓÎ¸ Q' Ë µV'[–1] – Ú‡ÌÒÎflˆËÓÌÌÓ-ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ‡fl
ÏÂ‡ Ì‡ V'[–1]. 

ùÙÙÂÍÚË‚ÌÓÂ BF-‰ÂÈÒÚ‚ËÂ ËÏÂÂÚ ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌ-
ÌÛ˛ ËÌÚÂÔÂÚ‡ˆË˛ ‚ ÚÂÏËÌ‡ı „ÓÏÓÚÓÔË˜ÂÒÍÓÈ
‡Î„Â·˚: ‰Â‚ÂÒÌ‡fl (ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍ‡fl) ˜‡ÒÚ¸ ˝ÙÙÂÍ-
ÚË‚ÌÓ„Ó ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓËÁ‚Ó‰fl˘ÂÈ ÙÛÌÍ-
ˆËÂÈ ‰Îfl ÒÚÛÍÚÛ˚ L∞-‡Î„Â·˚ Ì‡ V', ÔË˜ÂÏ ‡Á-
ÎÓÊÂÌËÂ ÔÓ ÙÂÈÌÏ‡ÌÓ‚ÒÍËÏ ‰Ë‡„‡ÏÏ‡Ï ˝Í‚Ë‚‡-
ÎÂÌÚÌÓ ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍËÏ ÙÓÏÛÎ‡Ï „ÓÏÓÚÓÔË˜ÂÒÍÓÈ
‡Î„Â·˚ ‰Îfl ËÌ‰ÛˆËÓ‚‡ÌÌÓÈ L∞-ÒÚÛÍÚÛ˚ Ì‡ ‰Â-
ÙÓÏ‡ˆËÓÌÌÓÏ ÂÚ‡ÍÚÂ. Ç ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl Ó‰ÌÓÔÂÚ-
ÎÂ‚‡fl ˜‡ÒÚ¸ S' ‰‡ÂÚ ‚ ‰ÓÔÓÎÌÂÌËÂ Í ˝ÚÓÈ ÒÚÛÍÚÛÂ
ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ Q'-ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÈ ÏÂ˚ ρ' Ì‡ V'[–1].
íÓÈÍÛ (Fun(V'[–1]), Q', ρ') ÏÓÊÌÓ ÔÓÌËÏ‡Ú¸ Í‡Í
Í‚‡ÌÚÓ‚Û˛ ‚ÂÒË˛ L∞-ÒÚÛÍÚÛ˚ Ì‡ V'. 

S' ω' p'; �,( ) p' dω',〈 〉 1
2
--- p' r ι ω'( ) ι ω'( ),[ ]( ),〈 〉 –+=

–
1
2
--- p' r K ι ω'( ) ι ω'( ),[ ] ι ω'( ),[ ]( ),〈 〉 +

+ … �StrK ι ω'( ) •,[ ]– �
1
2
---StrK ι ω'( ) K ι ω'( ) •,[ ],[ ] ++

+ �
1
2
---StrK K ι ω'( ) ι ω'( ),[ ] •,[ ] …+

S' ω' p'; �,( ) pi'Q'i ω'( )
i

∑ � ρ' ω'( ).ln+=

∂
∂ω'i
---------
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åÌfi‚

ÖÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ‡Ò¯ËËÚ¸ ÍÎ‡ÒÒ ‡·ÒÚ‡ÍÚÌ˚ı
BF-ÚÂÓËÈ, ‡ÒÒÓˆËËÓ‚‡ÌÌ˚ı Ò ÛÌËÏÓ‰ÛÎflÌ˚ÏË
DGLA, ‰Ó ÍÎ‡ÒÒ‡ BF∞-ÚÂÓËÈ, Ò‚flÁ‡ÌÌ˚ı Ò Í‚‡ÌÚÓ-
‚˚ÏË L∞-‡Î„Â·‡ÏË, Ò ‰ÂÈÒÚ‚ËÂÏ ‚Ë‰‡ (3) Ë Í‡ÌÓÌË-
˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ÔÓÎÂÈ (1). äÎ‡ÒÒ BF∞-ÚÂÓ-
ËÈ Á‡ÏÍÌÛÚ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‡ˆËË ËÌ‰ÛˆËÓ‚‡-
ÌËfl ˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓÈ ÚÂÓËË Ì‡ ÔÓ‰ÍÓÏÔÎÂÍÒÂ. 

ëËÏÔÎËˆË‡Î¸Ì‡fl BF-ÚÂÓËfl 

ç‡Ò ËÌÚÂÂÒÛÂÚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÈ ˜‡ÒÚÌ˚È ÔËÏÂ
ÍÓÌÒÚÛÍˆËË ËÌ‰ÛˆËÓ‚‡ÌËfl ˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓ„Ó ‰ÂÈ-
ÒÚ‚Ëfl. èÛÒÚ¸ M – ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ, Ì‡ ÍÓÚÓÓÏ Á‡‰‡-
Ì‡ ÚË‡Ì„ÛÎflˆËfl T, Ë ÔÛÒÚ¸ G – ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ‡fl „ÛÔÔ‡
ãË Ë � – ÂÂ ‡Î„Â·‡ ãË. èÓÎÓÊËÏ V = � ⊗ (M) –
DGLA �-ÁÌ‡˜Ì˚ı ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı ÙÓÏ Ì‡ M,
„‰Â ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î – Ó·˚˜Ì˚È ‚ÌÂ¯ÌËÈ ‰ËÙÙÂ-
ÂÌˆË‡Î ‰Îfl ÙÓÏ Ë ÒÍÓ·Í‡ Á‡‰‡ÂÚÒfl ‚ÌÂ¯ÌËÏ
ÛÏÌÓÊÂÌËÂÏ ‚ ÙÓÏ‡ı Ë ÒÍÓ·ÍÓÈ ‚ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌ-
Ú‡ı. ä‡Í Ï˚ ÓÚÏÂ˜‡ÎË ‚˚¯Â, ‡·ÒÚ‡ÍÚÌ‡fl BF-ÚÂÓ-
Ëfl, ‡ÒÒÓˆËËÓ‚‡ÌÌ‡fl Ò Ú‡ÍËÏ V, – ˝ÚÓ Í‡Í ‡Á
Ó·˚˜Ì‡fl BF-ÚÂÓËfl. àÌÚÂÂÒÛ˛˘ËÈ Ì‡Ò ‰ÂÙÓÏ‡-
ˆËÓÌÌ˚È ÂÚ‡ÍÚ – ÍÓÏÔÎÂÍÒ �-ÁÌ‡˜Ì˚ı ÍÎÂÚÓ˜-
Ì˚ı ÍÓˆÂÔÂÈ Ì‡ ÚË‡Ì„ÛÎflˆËË T: V' = � ⊕ (T).
ùÙÙÂÍÚË‚ÌÓÂ ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ S' ‰Îfl ˝ÚÓ„Ó ÒÎÛ˜‡fl Ï˚ Ì‡-
Á˚‚‡ÂÏ ‰ÂÈÒÚ‚ËÂÏ ÒËÏÔÎËˆË‡Î¸ÌÓÈ BF-ÚÂÓËË Ì‡
ÚË‡Ì„ÛÎflˆËË T. ÅÛ‰ÂÏ Ó·ÓÁÌ‡˜‡Ú¸ ˝ÚÓ ˝ÙÙÂÍ-
ÚË‚ÌÓÂ ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ ST. 

èË ˝ÚÓÏ ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ‰‡ÌÌ˚Â (ι,
r, K) ‡ÁÎÓÊÂÌËfl ïÓ‰Ê‡, ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘ËÂ ÙËÍÒ‡-
ˆË˛ Í‡ÎË·Ó‚ÍË ‚ ÅÇ-ËÌÚÂ„‡ÎÂ. Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â ‚ÎÓ-
ÊÂÌËfl ι Ï˚ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ ìËÚÌË ι:

(T) → (M), ‚ÍÎ‡‰˚‚‡˛˘ÂÂ ÍÓÏÔÎÂÍÒ ÍÎÂÚÓ˜-
Ì˚ı ÍÓˆÂÔÂÈ Ì‡ T ‚ ÍÛÒÓ˜ÌÓ-ÎËÌÂÈÌ˚Â ‰ËÙÙÂÂÌˆË-
‡Î¸Ì˚Â ÙÓÏ˚ Ì‡ M. êÂÚ‡ÍˆËfl r: (M) → (T)
Á‡‰‡ÂÚÒfl Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ËÌÚÂ„‡ÎÓ‚ ÔÓ ÒËÏÔÎÂÍÒ‡Ï

ÚË‡Ì„ÛÎflˆËË. Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â K: (M) → (M)
Ï˚ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ fl‚ÌÛ˛ ÍÓÌÒÚÛÍˆË˛ Ñ˛ÔÓÌ‡ [5]
‰Îfl ÓÔÂ‡ÚÓ‡ ˆÂÔÌÓÈ „ÓÏÓÚÓÔËË ÏÂÊ‰Û  Ë

ÔÓÂÍˆËÂÈ Ì‡ ÙÓÏ˚ ìËÚÌË ιr. éÚÏÂÚËÏ, ‚ÒÂ ÚË
ÓÚÓ·‡ÊÂÌËfl (ι, r, K) ‰ÂÈÒÚ‚Û˛Ú ÌÂÚË‚Ë‡Î¸ÌÓ Ì‡
ÙÓÏ‡ı (M) Ë ÚË‚Ë‡Î¸ÌÓ ‚ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ı �. 

èÓÎfl ÒËÏÔÎËˆË‡Î¸ÌÓÈ BF-ÚÂÓËË ‡ÒÍÎ‡‰˚‚‡-
˛ÚÒfl ÔÓ ·‡ÁËÒÌ˚Ï ÍÓˆÂÔflÏ Ë ˆÂÔflÏ Í‡Í ω' =

= eσ, p' = pσ, „‰Â ωσ ∈ �[1 – |σ|], pσ ∈ �*

[–2 + |σ|]. á‰ÂÒ¸ |σ| ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ÒËÏÔÎÂÍ-
Ò‡ σ. ÑÂÈÒÚ‚ËÂ S'(ω', p'; �) ÒËÏÔÎËˆË‡Î¸ÌÓÈ BF-ÚÂÓ-
ËË Ó·Î‡‰‡ÂÚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ ‚‡ÊÌÂÈ¯ËÏ Ò‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ
“ÒËÏÔÎËˆË‡Î¸ÌÓÈ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓÒÚË'': ÓÌÓ ‡ÒÍÎ‡‰˚‚‡-
ÂÚÒfl ‚ ÒÛÏÏÛ ÔÓ ‚ÒÂÏ ÒËÏÔÎÂÍÒ‡Ï σ ÚË‡Ì„ÛÎflˆËË
‚ÍÎ‡‰Ó‚ ({ωσ'}σ' ⊂ σ, pσ; �), Á‡‚ËÒfl˘Ëı ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÚ
ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÔÓÎfl p Ì‡ Ò‡ÏÓÏ σ Ë ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ω Ì‡ ‚ÒÂı
„‡Ìflı σ. ùÚÓ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó, ‚ ̃ ‡ÒÚÌÓÒÚË, ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ̃ ÚÓ

Ω
.

C
.

C
.

Ω
.

Ω
.

C
.

Ω
.

Ω
. 1–

id
Ω

.
M( )

Ω
.

ωσ

σ T∈
∑ eσ

σ T∈
∑

Sσ

‰Îfl ÚÓ„Ó ˜ÚÓ·˚ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ ÒËÔÎËˆË‡Î¸-
ÌÓÈ BF-ÚÂÓËË Ì‡ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ ÚË‡Ì„ÛÎflˆËË
ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ„Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl, ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ‚˚˜ËÒ-
ÎËÚ¸ ÒËÏÔÎËˆË‡Î¸ÌÓÂ ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ ‰Îfl Ó‰ÌÓ„Ó ÒËÏ-
ÔÎÂÍÒ‡ Í‡Ê‰ÓÈ ‡ÁÏÂÌÓÒÚË (ÒÓ ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌÓÈ ÚË-
‡Ì„ÛÎflˆËÂÈ). í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÌÛÊÌÓ Ó‰ÌÓ ÛÌË‚Â-
Ò‡Î¸ÌÓÂ ‚˚˜ËÒÎÂÌËÂ ËÌÚÂ„‡Î‡ (2) ‰Îfl ÒËÏÔÎÂÍÒ‡
‚ Í‡Ê‰ÓÈ ‡ÁÏÂÌÓÒÚË D = 0, 1, 2, … 

Ç ‡ÁÏÂÌÓÒÚË D = 0 ÓÚ‚ÂÚ ÚË‚Ë‡ÎÂÌ: ‰Îfl
0-ÒËÏÔÎÂÍÒ‡ ËÌ‰ÛÍˆËfl Ò ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı
ÙÓÏ Ì‡ ÒËÏÔÎËˆË‡Î¸Ì˚Â ÍÓˆÂÔË fl‚ÎflÂÚÒfl ÚÓÊ-
‰ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ÓÔÂ‡ˆËÂÈ, Ú‡Í Í‡Í V = V'. éÚ‚ÂÚ ‚

˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â:  = [ωA, ωA]  (Á‰ÂÒ¸ A – ËÏfl

Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ‚Â¯ËÌ˚ 0-ÒËÏÔÎÂÍÒ‡, 〈•, •〉� – Í‡-
ÌÓÌË˜ÂÒÍÓÂ ÒÔ‡Ë‚‡ÌËÂ ÏÂÊ‰Û � Ë �*). 

Ç ‡ÁÏÂÌÓÒÚË D = 1 ËÌ‰ÛÍˆËfl ÌÂÚË‚Ë‡Î¸Ì‡,
Ó‰Ì‡ÍÓ ÅÇ-ËÌÚÂ„‡Î ‚˚˜ËÒÎflÂÚÒfl ÚÓ˜ÌÓ, Ú‡Í Í‡Í
ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰Îfl ˝ÚÓ„Ó ÒÎÛ˜‡fl „‡ÛÒÒÓ‚˚Ï. á‰ÂÒ¸
ÓÚ‚ÂÚ:

(Á‰ÂÒ¸ A Ë B – ‚Â¯ËÌ˚ 1-ÒËÏÔÎÂÍÒ‡, tr� – ÒÎÂ‰ ÔÓ �). 
Ç ÒÚ‡¯Ëı ‡ÁÏÂÌÓÒÚflı D ≥ 2 ÅÇ-ËÌÚÂ„‡Î

ÛÊÂ ÌÂ Ò‚Ó‰ËÚÒfl Í „‡ÛÒÒÓ‚ÓÏÛ, Ë Ï˚ ÌÂ ÏÓÊÂÏ Ì‡-
ÔËÒ‡Ú¸ fl‚ÌÓÈ ÙÓÏÛÎ˚ ‰Îfl  ‰Îfl D-ÒËÏÔÎÂÍÒ‡ σ.
é‰Ì‡ÍÓ ÏÓÊÌÓ ‚˚˜ËÒÎflÚ¸ ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÍÓÌÍÂÚÌ˚ı
ÙÂÈÌÏ‡ÌÓ‚ÒÍËı ‰Ë‡„‡Ï ‰Îfl ÅÇ-ËÌÚÂ„‡Î‡ Ë
ÔÂ‰˙fl‚ËÚ¸ ÔÂÚÛ·‡ÚË‚Ì˚È ÓÚ‚ÂÚ, Ì‡˜‡Î¸Ì˚È ÓÚ-
ÂÁÓÍ fl‰‡ ÔÓ ÒÚÂÔÂÌflÏ ω'. Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ‚ÍÎ‡‰˚
‰Â‚ÂÒÌ˚ı ‰Ë‡„‡Ï Ò c ≤ 3 ÎËÒÚ¸flÏË Ë ÔÂÚÎÂ‚˚ı Ò ≤2
ÎËÒÚ¸flÏË ‰‡˛Ú ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ ÔÂÚÛ·‡ÚË‚ÌÓÂ ÔË-
·ÎËÊÂÌËÂ Í  (Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó O(p'ω'4 + �ω'3)):

á‰ÂÒ¸ C1, C2, C3, Q2 – ÌÂÍÓÚÓ˚Â ÍÓÏ·ËÌ‡ÚÓÌ˚Â

ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚. Ä ËÏÂÌÌÓ:  = ±1, ÂÒÎË σ1 –

SA pA
1
2
---,

�

SAB  =

= pAB
ωA ωB+

2
------------------- ωAB,

ad
ωAB

2
------------

ad
ωAB

2
------------cth 

  ωB ωA–( )–,
�

+

+ �tr�

ad
ωAB

2
------------sh

ad
ωAB

2
------------

------------------ln

Sσ

S

Sσ = pσ Cσ σ1,
1 ω

σ1

σ1 σ⊂
∑, 1

2
--- Cσ σ1 σ2, ,

2 ω
σ1 ω

σ2,[ ] + 
σ1 σ2, σ⊂
∑+

+
1
2
--- ω

σ1 ω
σ2,[ ] ω

σ3,[ ]
σ1 σ2 σ3, , σ⊂

∑
�

+

+
1
2
---� Qσ σ1 σ2, ,

2 tr� ad
ω

σ1
ad

ω
σ2

( )
σ1 σ2, σ⊂
∑ …+

Cσ σ1,
1
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é ÒËÏÔÎËˆË‡Î¸ÌÓÈ BF-ÚÂÓËË 5

„‡Ì¸ σ ÍÓ‡ÁÏÂÌÓÒÚË 1 (ÁÌ‡Í Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ‚Á‡ËÏ-
ÌÓÈ ÓËÂÌÚ‡ˆËË), Ë C1 = 0 ‚ ÔÓÚË‚ÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â. Ñ‡-

ÎÂÂ,  = ± , ÂÒÎË σ1 Ë σ2 – Ô‡‡ „‡-

ÌÂÈ σ ÒÛÏÏ‡ÌÓÈ ‡ÁÏÂÌÓÒÚË D Ë ÔÂÂÒÂÍ‡˛˘Ëı-
Òfl ÚÓÎ¸ÍÓ ÔÓ Ó‰ÌÓÈ ‚Â¯ËÌÂ. Ç ÔÓÚË‚ÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â

C2 = 0. ëÎÂ‰Û˛˘ËÈ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ  =

= ± , ÂÒÎË σ1, σ2, σ3 – ÚÓÈÍ‡

„‡ÌÂÈ σ ÒÛÏÏ‡ÌÓÈ ‡ÁÏÂÌÓÒÚË D + 1, ÔË˜ÂÏ Û
σ1 Ë σ2 Ó‚ÌÓ Ó‰Ì‡ Ó·˘‡fl ‚Â¯ËÌ‡ Ë ÓÌ‡ ÒÓ‰Â-
ÊËÚÒfl ‚ σ3. Ç ÔÓÚË‚ÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â C3 = 0. ç‡ÍÓÌÂˆ,

 = �D + (D – 1)�D, ÂÒÎË σ1 ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò σ2 Ë

ËÏÂÂÚ ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ 1;  = ±2�D, ÂÒÎË σ1 Ë σ2

ËÏÂ˛Ú ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ 1 Ë ÔÂÂÒÂÍ‡˛ÚÒfl ÔÓ Ó‰ÌÓÈ ‚Â-
¯ËÌÂ; ‚ ÔÓÚË‚ÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â Q2 = 0. ÑÎfl ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌ-
Ú‡ �D ËÁ‚ÂÒÚÌÓ fl‚ÌÓÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‰Îfl Î˛·ÓÈ ‡Á-

ÏÂÌÓÒÚË: �D = , ‡ ‰Îfl �D ËÁ‚ÂÒÚÌ˚

ÚÓÎ¸ÍÓ ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÔË D = 2, 3: �2 = , �3 = – . 

Ç˚˜ËÒÎÂÌËÂ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚ C1, C2, C3 Ò‚Ó‰ËÚ-
Òfl Í ÌÂÍÓÚÓ˚Ï Í‡ÚÌ˚Ï ËÌÚÂ„‡Î‡Ï (Ú‡Í Í‡Í
ÍÓÌÒÚÛÍˆËfl Ñ˛ÔÓÌ‡ ‰‡ÂÚ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‰Îfl ÔÓÔ‡-
„‡ÚÓ‡ K ‚ ‚Ë‰Â Í‡ÚÌÓ„Ó ËÌÚÂ„‡Î‡). á‡‰‡˜‡ Ì‡-

Cσ σ1 σ2, ,
2 σ1 ! σ2 !

D 1+( )!
---------------------

C
σ σ1 σ2 σ3, , ,
3

σ1 ! σ2 ! σ3 !
σ1 σ2 1+ +( ) D 1+( )!

----------------------------------------------------------

Qσ σ1 σ2, ,
2

Qσ σ1 σ2, ,
2

1–( )D 1+

D 1+( )2 D 2+( )
---------------------------------------

1
270
--------- 1

648
---------

ıÓÊ‰ÂÌËfl Q2 Ì‡ÏÌÓ„Ó ÒÎÓÊÌÂÂ Í‡Í ÚÂıÌË˜ÂÒÍË,
Ú‡Í Ë ÍÓÌˆÂÔÚÛ‡Î¸ÌÓ: ˝ÚÓ ‚˚˜ËÒÎÂÌËÂ ÒÛÔÂÒÎÂ‰‡
ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó ËÌÚÂ„‡Î¸ÌÓ„Ó ÓÔÂ‡ÚÓ‡ ÔÓ ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚Û ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı ÙÓÏ Ì‡ ÒËÏÔÎÂÍ-
ÒÂ. ùÚÓÚ ÒÛÔÂÒÎÂ‰ ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸ÌÓ ÒÓ‰ÂÊËÚ ‚ ÒÂ·Â
‡ÒıÓ‰ËÏÓÒÚ¸ (˜ÚÓ ı‡‡ÍÚÂÌÓ ‰Îfl ÔÂÚÎÂ‚˚ı ÙÂÈ-
ÌÏ‡ÌÓ‚ÒÍËı ‰Ë‡„‡ÏÏ ‚ Í‚‡ÌÚÓ‚ÓÈ ÚÂÓËË ÔÓÎfl).
é‰Ì‡ÍÓ ÔÓ‰ÂÎ‡ÌÌ˚Â Ì‡ÏË fl‚Ì˚Â ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl ‚
‡ÁÏÂÌÓÒÚflı D = 2, 3 ÔÓÍ‡Á‡ÎË ÒÓÍ‡˘ÂÌËÂ ˝ÚÓÈ
‡ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ‰Îfl ÔÂ‚ÓÈ ÌÂÚË‚Ë‡Î¸ÌÓÈ Í‚‡ÌÚÓ-
‚ÓÈ ÓÔÂ‡ˆËË (‰Îfl ‡ÁÏÂÌÓÒÚË 2 ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ ÒÓÍ‡-
˘ÂÌËÂ ‡ÒıÓ‰ËÏÓÒÚÂÈ ‚Ó ‚ÒÂı ÙÂÈÌÏ‡ÌÓ‚ÒÍËı
‰Ë‡„‡ÏÏ‡ı). 

Ä‚ÚÓ ıÓ˜ÂÚ ‚˚‡ÁËÚ¸ ÔËÁÌ‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ Ä.ë. ãÓ-
ÒÂ‚Û Á‡ Ë‰ÂË Ë Á‡‰‡˜Û. 
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