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Estos viven en el internet en la forma de pdf, en vez de sobre papel. Lo que tienen
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INTRODUCCION



Capitulo 1

Definiciones

El flujo de fluidos es un fenémeno comun a la vida diaria. El estudio de su mecanismo
es esencialmente impulsado por entender la fisica involucrada, asi como su control en di-
versas aplicaciones de ingenieria. La astrofisica, meteorologia, oceanografia, aerodinamica,
hidrodindmica, lubricacién, ingenieria marina, turbomaquinaria, ingenieria de yacimientos
e ingenieria de la combustion, son algunos de los campos donde la mecanica de fluidos se
emplea. En este texto se trataran las bases de la mecénica que son comunes a estas disci-
plinas. Habra algunos ejemplos especificos no con el objeto de dar recetas para problemas
en la practica, sino con el objeto de mostrar los principios generales y su manejo.

Medio continuo

La materia consiste de moléculas en constante movimiento y colisiéon. Sin embargo, en
la aproximacion al continuo, se ignora la existencia de la estructura molecular y se considera
una distribucién continua de materia. Este punto de vista es valido si el camino libre medio
A de la molécula es mucho més pequeno que la dimensién de longitud [ menor considerada
en el problema fisico. En otras palabras, el nimero de Knudsen, definido como Kn = A/,
debera ser mucho méas pequefio que la unidad, para que la hipd6tesis del continuo sea valida.

Fluido

Se define el fluido como una sustancia que sufre una deformacién continua cuando se
le aplica un esfuerzo cortante muy pequeno. En cambio, cuando se le aplica la accién de
un esfuerzo cortante pequeno a un sélido eldstico no se deforma continuamente, sino que
asume una configuracién determinada fija. Esta distinciéon entre un sélido y un fluido es
muy simplificada porque existen ciertos materiales que exhiben ambas caracteristicas.

Liquidos y gases

Los fluidos se clasifican en liquidos y gases. Las fuerzas intermoleculares son mayores en
los primeros, por lo que, al variar la presién o la temperatura los gases cambian facilmente su
volumen. La compresibilidad puede usarse para distinguir los liquidos de los gases; los gases
son mucho mas compresibles que los liquidos. Desde el punto de vista de la dindmica, no
importa si el fluido es liquido o gas. Las leyes que se aplican son las mismas, pero en ocasiones,
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dependiendo del fluido que se trate, es posible despreciar algunos efectos y simplificar su
estudio. Frecuentemente, liquidos tales como el agua pueden considerarse incompresibles.

Ejemplo
{ Cudles son los principales gases que componen el aire?
Del internet la composicién de aire seco por volumen es
Gas porcentaje
Nitrégeno  78.08
Oxigeno 20.95
Argén 0.93
Preguntas
1. ;Cuél es el pardmetro que mide la compresibilidad del agua y cudl es su valor? Busque en el
3 . . . ) » - internet
2. ;Cuanto vale el camino libre medio en aire a presiéon atmosférica’ definiciones y
3. Estime el nimero de Knudsen para el vuelo de un avién. Valor.es de
propiedades

4. ;Cudl es el incremento de presién necesario para variar el volumen en uno por cien- que necesitan.
to del volumen total de un liquido cuyo médulo de elasticidad volumétrico es 5. =
104 kgg/em?? [Ap = 100kg; /cm?]



Capitulo 2

Variables y propiedades

Variables del flujo

En esta seccién se definen algunas variables dindmicas y termodindmicas que nos in-
teresan en el estudio del movimiento del fluido. Estas variables pueden representar un campo
en el fluido, es decir, pueden tener una distribucién espacial en el fluido, o bien de particula
a particula cuando el fluido se considere de esta manera. El campo puede ser una variable
escalar, vectorial o tensorial. El calculo de estos campos en una situaciéon determinada es
un problema representativo de la mecanica de fluidos.

Temperatura T

Es un escalar que representa la actividad interna (escala microscépica) de una sus-
tancia. Este concepto esta ligado al transporte de energia en forma de calor. Dos regiones
en contacto térmico que se encuentran a la misma temperatura no tienen transporte de
calor entre ellas. Esta es la condiciéon de equilibrio térmico que establece la ley cero de la
termodindmica.

Velocidad U

Es un vector que representa la direccion, sentido y magnitud de la rapidez de movi-
miento del fluido. El caso especial donde la velocidad es cero en todo el espacio considerado
se estudia en la estatica de los fluidos.

Esfuerzo T

Si se toma una porciéon de fluido aislada se pueden considerar dos tipos de fuerzas
actuando sobre esa porcion: fuerzas de cuerpo y fuerzas de superficie. Las fuerzas de cuerpo
son aquellas que acttian sobre el mismo sin contacto fisico directo; por ejemplo: la fuerza de
gravedad, la fuerza electromagnética, etc. Las fuerzas de superficie son debidas al material
externo en contacto fisico con la frontera de la porciéon considerada. En la figura [2.1] se
muestra una porcién aislada de fluido. Considere una fuerza dF que acttia sobre una area
infinitesimal dA de esa superficie, cuya direccién (de la superficie) se indica con el vector
normal unitario n.
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Figura 2.1: Elemento de fluido.

L2 L2 T2
T12 T22
T
)——) To1 732
T11 W T
< xr1 Toy T T
=
13 vd J— Th1
L3 €T3 €T3
(a) cara 1 (b) cara 2 (c) cara 3

Figura 2.2: Esfuerzos sobre tres caras positivas (sombreadas) de elemento de fluido en forma
de paralelepipedo.

La direccién de dF', en general, no es la direccion de n. Esta fuerza puede descomponerse
en dos componentes:

dF = dF,n + dF;t

donde t es un vector unitario tangente al rea infinitesimal. Esfuerzo se define como la fuerza
que actia en el area unitaria. En este caso se pueden definir dos tipos de esfuerzos:

_dF,
oy

_dFR,
Tt_ﬂ

T, es el esfuerzo normal, 7; es el esfuerzo tangencial o de corte.

Considérese un volumen infinitesimal en la forma de un paralelepipedo de lados dzx1, dxs, dzs
como se muestra en la figura [2.2] Las fuerzas de superficie que actian sobre cada una de las
seis caras se pueden descomponer en las tres direcciones x1, xo, x3. Estas fuerzas se pueden
dividir entre el area correspondiente, obteniendo de esta manera los esfuerzos que actian
en cada area. Estos esfuerzos se muestran en la figura [2.2] para tres caras. En las tres caras
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restantes la representacién es similar. La convencién de nomenclatura que se usa en la figura
es la siguiente: el primer subindice indica la cara sobre la cual actia el esfuerzo, y el segundo
subindice su direccion.

Para especificar el estado de esfuerzos en un punto del fluido se necesitan los valores
de los nueve componentes 7;;, que también se puede representar en la forma convencional
de matriz.

Ti1 Ti2 Ti3
T = T21 T22 723
731 T32 733

Los términos diagonales representan esfuerzos normales, los restantes, esfuerzos tangenciales.

Propiedades del fluido

Las siguientes son algunas de las propiedades de los fluidos. Los valores de éstas pueden
depender de otras variables como: temperatura, presion, etc.

Densidad

La densidad p de un fluido es su masa por unidad de volumen. Si Am es la masa de
una porcién de fluido dentro de un cubo de lado Al, entonces el fluido tiene densidad

— I
P Al (A3

donde € es muy pequena, pero de acuerdo con la consideracién hecha en el continuo, es
mucho mas grande que la longitud de la trayectoria libre promedio de la particula.

Volumen especifico

El volumen especifico v, de un fluido es su volumen por unidad de masa, o sea el
reciproco de la densidad

Vg = 1 (2.1)

Peso especifico
El peso especifico v es el peso por unidad de volumen del fluido
Y= P9

donde g es la aceleracion debida a la gravedad.

Tensién superficial

Cuando se hacen burbujas de jabén con un popoteﬂ y se desea aumentar el tamano
de la burbuja, es necesario soplar mas fuerte, lo que implica desarrollar un trabajo para

ITambién va con pajilla, sorbete, u otros nombres.
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pelicula
=
L — F
S alambre

Figura 2.3: Pelicula de jabon.

aumentar el tamano de la misma. En otras palabras, la energia se almacena en la superficie
de la burbuja, a causa de las fuerzas intermoleculares.

El mismo efecto se observa si tenemos una pelicula de jabon entre los alambres, como
se muestra en la figura [2.3] Si se desea mantener un 4rea de la pelicula de jab6n se necesita
una fuerza. Esta fuerza representa la tensién superficial. El coeficiente de tension superficial
o se define como
_F
2L
En este caso se tienen dos interfases entre la soluciéon de jabén y el aire. Por esta razon se
necesita una fuerza F'/2 para cada superficie.

El valor de o depende principalmente de la naturaleza de los fluidos que presentan
interfase. Si se desea aumentar el area de la pelicula se desplaza el alambre moévil una
distancia [, lo que implica un trabajo de magnitud Fl. Esta energia se almacena en las
superficies.

g

Compresibilidad

Es el efecto de cambio de volumen con la variacién de presion p. Este proceso de cambio
de volumen puede ser isotérmico, isoentrépico o cualquier otro. Entonces el médulo de
elasticidad volumétrico f. se puede definir de varias maneras. Para un proceso isoentrépico:

dp
Be = —USTUS
Con la ayuda de ([2.1)) se obtiene
op
Be = Pap

Dilatacién volumétrica

Es el efecto de cambio de volumen con la variacion de temperatura 1" a presién cons-
tante. El coeficiente de dilatacién volumétrica Sp se define

1ovs  10p

v, 0T  pdT

Bp =
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donde la presién se mantiene constante.

Calor especifico

Se define como el calor necesario para aumentar la temperatura de una masa unitaria
un grado. Este proceso puede realizarse a volumen constante o a presién constante lo que
conduce a dos valores de calor especifico: calor especifico a presién constante C), y calor
especifico a volumen constante C,,.

Viscosidad

En la practica se observa que algunos fluidos se mueven con mayor facilidad que otros.
Esto se debe a fuerzas de rozamiento internas en el fluido. Este efecto se conoce como
viscosidad. Una de las formas de cuantificar el efecto de la viscosidad consiste en considerar el
flujo mostrado en la figura[28.1] El fluido se encuentra entre dos placas paralelas horizontales
muy grandes, sin cambio de presion en la direccién x. La placa superior se mueve con respecto
a la inferior con una velocidad baja Uy. Para muchos fluidos se observa que la velocidad del
fluido en cada punto sélo tiene componente z, y que la variacién con y es lineal como se
muestra en la figura La velocidad del fluido que esté en contacto con las placas tienen
la misma velocidad que éstas.

Se necesita una fuerza F' para mantener la placa superior en movimiento uniforme.
Esto es debido a que hay que vencer las fuerzas de rozamiento internas en el fluido. Si A
representa el drea de una placa, se define el coeficiente de viscosidad dindmica p como

_ F/A
= To/n

El coeficiente de viscosidad cinematica v se define
1

v==
p

Los fluidos que se comportan de la manera descrita anteriormente se llaman fluidos newto-
nianos.

|
Ejemplo

A completarse.

Preguntas

1. Una fuerza F = 10i + 4j + 3k expresada en kg; actiia sobre un area de 10 centimetros
cuadrados que se localiza en el plano yz. Encuentre (a) las componentes normal y
tangencial de la fuerza y sus magnitudes, (b) los esfuerzos tangencial y normal. [(a)
F, = 10i, F; = 4j+3k, |F,,| = 10kg,, |F;| = 5kg;; (b) 0, = 1kg;/em?, oy = 0.5kg; /cm?]

2. La distribucién de las fuerzas de cuerpo por unidad de masa para el cubo en la figura
estd dada por B = 6zi+ 6j. El campo de la densidad del material es p = x +y+ 2.
Determine la fuerza de cuerpo total si cada lado es de una unidad de longitud. [5i+ 9j].
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3. Encuentre la diferencia de presiones (interior y exterior) en la burbuja esférica de aire
en agua de radio R y coeficiente de tensién superficial en la interfase [Ap = 20/R]



Capitulo 3

Dimensiones y unidades

Analisis dimensional

Todas las variables fisicas se miden como multiplos de ciertas cantidades llamadas
unidades. Algunas unidades se expresan en términos de otras. Se pueden encontrar ciertas
unidades, cuya combinacién permite expresar todas las demés unidades de las variables
fisicas. Un ejemplo que satisface esta condicion son las unidades de masa, longitud, tiempo y
temperatura; otro ejemplo puede ser, las unidades de fuerza, longitud, tiempo y temperatura.
La dimension es el tipo de variable que puede medirse. En el primer ejemplo las dimensiones
fundamentales son masa, longitud, tiempo y temperatura.

Los dos sistemas de dimensiones fundamentales méas convencionales son, por un lado
M, L, t, T que representa: masa, longitud, tiempo y temperatura y F, L, t,T que representa:
fuerza, longitud, tiempo y temperatura. Las dimensiones de otras variables fisicas pueden
expresarse en términos de las dimensiones fundamentales.

La mayor parte de las ecuaciones en las ciencias naturales son dimensionalmente homo-
géneas. De ésta manera se puede utilizar la ecuacién misma para determinar la dimensién
de uno de los parametros si se conocen las dimensiones de los otros.

Grupos adimensionales

Se pueden combinar las variables fisicas de tal forma que resulta un grupo adimensional;
por ejemplo

pUL _ (ML-3)(Lt-Y)(L)

p T (ML)
:MOLOtO

Este grupo, llamado ntimero de Reynolds, no tiene dimensiones.

Teorema II de Buckingham

Si n es el nimero de variables en el problema y r el nimero de dimensiones fundamen-
tales involucradas en estas variables, entonces es posible encontrar n — r grupos adimensio-
nales independientes. Se mostrard la manera de encontrar estos grupos adimensionales con
el siguiente ejemplo.

10
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Tabla 3.1: Dimensiones

Cantidad Dimensiones
M,L,t,T F LT
Masa M F?L 1
Longitud L L
Tiempo t t
Temperatura T T
Velocidad Lt~ ! Lt~
Aceleracion Lt™2 Lt™2
Fuerza MLt™2 F
Esfuerzo o presion ML 1t2 FL™2
Densidad ML3 F2L—4
Peso especifico ML=2t2 FL™3
Viscosidad dinamica ML 11 FtL=2
Viscosidad cinematica L2t 1 Lt1
Modulo de elasticidad volumetrica ML 1472 FL—2
Coeficiente de dilatacion volumetrica 71 71

En mecanica de fluidos sin transmisién de calor, las siguientes variables pueden ser
importantes: presién p, longitud [, coeficiente de viscosidad dindmica pu, tensién superficial
o, velocidad del sonido a, aceleracién de gravedad g, densidad p y velocidad U. Se desea
encontrar los grupos adimensionales. El nimero de variables es 8. Las dimensiones de las
variables en el sistema M,L,t,T son: [p] = ML™t72 [I] = L, [u] = ML™'t71, o] =
Mt=2 [a] = Lt71, [g] = Lt™2, [p] = ML=3, [U] = Lt~1. Por convencién, cuando se
encierra una o mas variables entre paréntesis cuadrados, se indican sus dimensiones. Como
se puede observar el nimero de dimensiones involucradas es » = 3. Aplicando el teorema II
de Buckingham se tiene: n —r = 8 — 3 = 5 grupos adimensionales.

Si IT es un nimero adimensional, se puede representar

IT = p*H*? 3 g a5 g p*7 U8
Sustituyendo las dimensiones de las variables, se tiene
(1] = (MLH2) (D)2 (ML) (M) (L) (L) (ML) (L)
Pero II no tiene dimensiones, entonces

ar+aztast+ar=0
70‘14’@27&34’&54‘0‘6730[74’@8:0

—20&1—0&3—20[4—0[5—20(6—048:0

El anterior es un sistema de tres ecuaciones y ocho incégnitas, por lo que se pueden expresar
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tres de las incégnitas en funcién de las cinco restantes. Por ejemplo

a7 = —p — Q3 — Oy
Qg = —Q3 — 0y + Qg
ag = —20p — a3 — 204 — a5 — 204

Sustituyendo estos valores en la ecuacién de II se tiene

—ou— —a1—az—2 —2a1—a3—20s—ovs —2
H:palla?’ (e} OCSM(XSO-@ALaasgasp a1 —Qa3 0¢4U a1 —Q3 Qg4 —Qsp e

-G) ) Gim) )" ()

Debido a que se considerd II sin dimensiones y los exponentes aq, as, ..., Qg son nimeros
sin dimensiones, los grupos entre paréntesis son adimensionales.

Los grupos que se encontraron en el ejemplo tienen nombre asignado en la mecénica
de los fluidos.

. p

N de Euler = —
umero de Euler PiE

lpU

Ntmero de Reynolds = P
U?l
Ntimero de Weber = 2~

o

Numero de Mach = g
a

U2
Numero de Froude = 70
g

Si en vez de despejar g, a7, y as se despejan otros tres, se obtienen cinco grupos
adimensionales diferentes, pero estos grupos son combinacién de los primeros. Si se usa el
sistema F, L,t,T el resultado es el mismo.

Similitud

Muchas veces para estudiar un fenémeno experimentalmente es necesario reproducirlo
en el laboratorio en una escala diferente. Por ejemplo, cuando se desea estudiar los problemas
que se presentan en una presa, es mas facil construir un modelo en el laboratorio que estudiar
en el prototipo. En ocasiones el modelo sirve para disenar el prototipo que aun no se ha
construido. Para disefiar un avién se construye un modelo y se prueba en un tunel de
viento. En la construcciéon de modelos es necesario relacionar los pardametros de éstos con el
prototipo por medio de los grupos adimensionales. Cada grupo adimensional relevante debe
tener el mismo valor en el modelo y en el prototipo. Muchas veces no es posible cumplir
con todos los grupos adimensionales relevantes, en este caso se escogen los méas importantes.
Por ejemplo, en problemas donde el efecto viscoso sea muy importante, se debe escoger el
numero de Reynolds, donde el efecto de compresibilidad sea predominante, el niimero de
Mach escala mejor al fenémeno. En la misma forma, los resultados de las pruebas en el
modelo se transforman en informacion aplicable al prototipo. Esta similitud entre modelo y
prototipo puede ser:

(a) Geométrica: flujos con fronteras de la misma geometria pero escala diferente.
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(b) Cinemadtica: flujos donde existe semejanza en el movimiento.

(¢) Dindmica: flujos donde existe correspondencia en la distribucién de esfuerzos.

Sistemas de unidades

Existen varios sistemas de unidades de uso comin para expresar las cantidades fisicas.
La construcciéon de estos sistemas es arbitraria: se definen unidades fundamentales y a partir
de estas se obtienen las unidades derivadas con las relaciones fisicas correspondientes. Por
ejemplo, si se escogen metros (m) y segundos (s) como unidades fundamentales de longitud
y tiempo respectivamente, la unidad de velocidad queda definida en m/s. Pero también se
pueden utilizar miltiplos de unidades, por ejemplo, la velocidad en kilémetros por hora
(km/h).

Los sistemas comunes en ingenieria son:

(a) Fuerza en kilogramo fuerza (kg¢), longitud en metros (m), tiempo en segundos (s) y
temperatura en grados Kelvin (K). En este sistema la masa es una unidad derivada
que se obtiene a partir de la ecuacién de la segunda ley de Newton para una particula
expresada como F' = ma. La unidad derivada es entonces kgrs?/m, denominada como
Unidad Técnica de Masa (UTM).

(b) Masa en kilogramo masa (kg,,), longitud en metros (m), tiempo en segundos (s) y
temperatura en grados Kelvin (K). La fuerza es una unidad derivada y la ecuacién de
la segunda ley de Newton para una particula toma la misma forma del caso anterior.
La fuerza tiene las unidades fundamentales kg,,m/s?, que en conjunto es la unidad
derivada denominada Newton (N).

(¢) Masa en kilogramo masa (kgyn,), fuerza en kilogramo fuerza (kg), longitud en metros
(m) y temperatura en grados Kelvin (K). En este caso la ecuacién de la segunda ley
de Newton para una particula no toma la misma forma debido a que no presentaria
consistencia dimensional. Hay que definir una constante de proporcionalidad g. con
dimensiones, es decir, F' = ma/g., donde g. = 9.81 kg, m/s?kgs. En los sistemas
anteriores g. es unitario, de donde se obtiene que 1 kgr = 9.81 kg, m/s?= 9.81 N.

|
Ejemplo

A completarse.

Preguntas

1. Encontrar las unidades en que se pueden expresar: u, v, o, B¢, Bp-

2. Considere que los parametros importantes en el flujo de fluidos en tubos son: densidad
p, velocidad U, viscosidad pu, didmetro de la tuberia D, longitud [. Encuentre los grupos
adimensionales. [II; = pUD/u,IIs = D/]
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3. Considere que los parametros importantes en el flujo de fluidos en tubos son: densidad
(p), velocidad (U), viscosidad (p), didmetro de la tuberia (D), longitud (I). Encuentre
los grupos adimensionales. [II; = pUD/u, Iy = D/I]

4. Se desea construir el modelo de un rio en el cual se considera el nimero de Froude
como el grupo adimensional mas importante. El rio tiene una profundidad media de
2 m, y la velocidad media del flujo es de 0.3 m/s. Si se quiere construir el modelo con
una profundidad de 5 c¢m, encuentre la velocidad media del flujo en el mismo. [U =
0.047 m/s].



Parte 11

CINEMATICA

15



Capitulo 4

Descripciones lagrangiana y
euleriana

Se estudiard el movimiento de los fluidos sin importar la causa que lo origina. Se
describira la herramienta necesaria para describir este movimiento.

Descripciones lagrangiana y euleriana

Existen basicamente dos formas de describir el movimiento de un fluido. La primera
manera llamada lagrangiana consiste en fijar la atencién sobre una porcién muy pequena
del fluido en movimiento. Por ejemplo, en el instante ¢ = 0 consideramos la particula que
ocupa la posicién rg. Nos interesa seguir esta particula con movimiento constante, la cual
ocupa un lugar r en un tiempo t. El vector de posicién depende de qué particula se haya
elegido y qué tiempo haya transcurrido, o sea r = r(rg, t). Si se tiene el valor de r para todo
ro y todo t, se tiene una descripciéon completa del flujo.

En la descripcién llamada euleriana fijamos la atencién en un punto (x,y, z) en el espa-
cio. Nos interesa conocer las caracteristicas del flujo como velocidad, densidad, temperatura,
ete. de las particulas que pasen por este punto como funcién del tiempo. (Nétese que no se
estd siguiendo una particula como en la descripcién lagrangiana). Si se hace lo mismo para
todos los puntos del espacio que ocupa el flujo, se tiene una descripcién completa del flujo.

Volumen de control y sistema

Para aplicar las leyes fisicas al flujo de un fluido es necesario definir los conceptos
de wvolumen de control y de sistema. Se entiende por volumen de control una regién fija
en el espacio donde puede existir flujo de fluido a través de sus fronteras. Por esta razon,
en diferentes instantes, se pueden tener diferentes particulas en el interior del volumen del
control. Sistema se refiere a un conjunto de particulas en el cual permanecen siempre las
mismas. Es decir, se estd observando siempre una cantidad fija de materia.

|
Ejemplo

A completarse.

16
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Preguntas

1. Obtenga la forma de la derivada material en coordenadas cilindricas.

2. Calcule la aceleracién de una particula en el punto (1,3,2) y t = 1 para
U(z,y,2,t) = (22 +y)i — (y2°)j + (2xy — 30k
281+ 12j+ 15 K]

3. Considere el flujo bidimensional definido por U = x(1+2t)i+yj. Determine (a) en el el
tiempo ¢t = 0, la linea de corriente que pasa por (1,1); (b) La linea de la trayectoria de
particula que pasa por (1,1) en ¢t = 0; (c¢) la linea de emisién en el tiempo ¢t = 0 de las
particulas que pasaron por (1,1). Dibuje las tres lineas. [(a) z = y; (b) x = y1 + Iny;
() 2 =yl —Iny]



Capitulo 5

Derivada material

Derivada material

El cambio con el tiempo de una variable de campo en un flujo se puede expresar en
forma lagrangiana y euleriana. La rapidez de cambio siguiendo una particula (punto de vista
lagrangiano) se llama derivada material (o total o sustancial) y se escribe D/Dt. Las letras
mayusculas se usan para enfatizar que se trata de una descripcion lagrangiana. Considérese
una variable de campo «, que en una especificacién euleriana tiene la forma o = a(z,y, 2, t).
Siguiendo una particula, el cambio de « en un tiempo dt es (Da/Dt)dt. En este tiempo 6t
la particula se ha movido una distancia dx, dy, §z en las direcciones x, y, z, respectivamente.

Desde el punto de vista euleriano, el cambio de « es

Jda Oa Oa Oa

El cambio en ambas descripciones es el mismo por lo que

Da Oa Oda Oa oo

de donde
Da 0Oa O« cLa: aia(iy 8704672'

Dt ot T ozt Toyot | os ot

Para 0t muy pequefio, dz/dt,dy/dt, 62/t tienden a las velocidades de la particula en
las direcciones z,y, z, que son u, v, w respectivamente. Entonces

Da O« n 1oJe" n da n Oa
— = — 4+ —u+—v+ —w
Dt ot O oy 0z
En notacién indicial (en este texto, la notacién indicial implica el uso de coordenadas car-
tesianas y una suma sobre {ndices repitidos):
Da  da Oa

Dt ot Viom

18
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y en notaciéon vectorial

Da_ Oa + (U V)
Dt ot
En las ecuaciones anteriores el primer término de la derecha significa la rapidez de
cambio « en un punto (derivada local). Los otros términos representan el cambio convectivo
de «a, es decir, el cambio a consecuencia del movimiento del fluido.
« es una variable de campo que puede ser escalar, vector o tensor. En el caso especial
donde « es la velocidad U

DU 09U

Dot~ UV
DU _ 0U; U,
Dt 0Ot ! O,

donde el lado izquierdo representa la aceleracién de la particula. La forma (U - V) sélo es
valida en notacién cartesiana, y las otras formas pueden deducirse de la ecuacién (A.4)).
Ademéds U -V es una abreviacién del operador ud/dx +v0/dy+ wd/dz. Nétese que U-V #
Vv .-U.

|
Ejemplo

A completarse.

Preguntas

1. Obtenga la forma de la derivada material en coordenadas cilindricas.

2. Calcule la aceleracién de una particula en el punto (1,3,2) y t = 1 para
U(z,y,2,t) = (z2* +y)i — (y27)j + (2xy — 3t)k
281+ 12 j + 15 K]

3. Considere el flujo bidimensional definido por U = z(1+2¢t)i+yj. Determine (a) en el el
tiempo t = 0, la linea de corriente que pasa por (1,1); (b) La linea de la trayectoria de
particula que pasa por (1,1) en ¢t = 0; (c) la linea de emisién en el tiempo ¢t = 0 de las
particulas que pasaron por (1,1). Dibuje las tres lineas. [(a) x = y; (b) z = y1 + Iny;
(c)z=yl—Iny]



Capitulo 6

Teorema de Reynolds

El teorema de transporte de Reynolds relaciona, la derivada lagrangiana de una integral
de volumen de un sistema, con una integral en derivadas eulerianas. Consideremos un sistema
en dos instantes de tiempo ¢ y ¢t + §t. Sea « alguna propiedad por unidad de volumen. El
sistema puede tener un cambio de volumen y posicién como se muestra en la figura [6.1

La cantidad total de la propiedad « en el sistema en el instante ¢ es

/ at) AV
Vi)

y la cantidad de « en el instante t + 6t es

a(t + ot) dV
V (£46t)

La derivada material de la cantidad total de « en el sistema se puede expresar

% / a(t) dV = lim 1 / a(t +6t) dV — / at) dV (6.1)

5t—0 Ot
V(t) V (t+6t) V(t)

que se obtiene de la definicién de derivada

D 1
Di at) dV = EItIIj)lO l& / a(t + ot) dV — / a(t + ot) dV
V (t+6t) V(t)

+ L /Q(H&) dv — / a(t) dV (6.2)

ot
V(®) V()

En esta ecuacién

i !
im —
5t—0 Ot

/ a(t + 6t) dV—/a(t+6t) v

V (t+35t) V(t)

20
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S(t) S(t+ ot)
tiempo t tiempo t + dt

Figura 6.1: Sistema en tiempos t y t + 0t

representa el integrando fijo con cambio de volumen como se muestra en la figura, y estas
dos integrales se pueden reducir a

1

lim — .

Jim / alt + 6t) dV (6.3)
V(t468)—V ()

Si consideramos que un elemento dA de la superficie del sistema tiene dos posiciones dife-
rentes en los dos instantes de tiempo considerados ¢t y t + dt, el barrido de ésta superficie
entre los dos instantes conforma el elemento de volumen dV como se muestra en la figura
0.2l

En la figura [6.3] si n es el vector normal a la superficie y U representa la velocidad,
U - n serd la velocidad normal a la superficie. En el tiempo 6t la superficie se mueve una

Figura 6.2: Movimiento de un elemento de area
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Figura 6.3: Cambio de volumen del sistema

distancia U - n 6t normal a la misma. Por lo que
dV =U-n t dA

La integral (6.3]) se reduce a la integral sobre la superficie

lim [ S(t)a(t+6t)U-n 6t dA

6t—0

Tomando el limite se simplifica a
/ a(t)U - n 6t dA
5(t)
Aplicando el teorema de Gauss (A.14), esta integral toma la forma
/ V- (aU) dV
V(t)
Los dos términos de la ecuacién (6.2)) pueden simplificarse como:

1 1
m — at+o0t) dV — a(t) dV| = lim — [a(t+ 0t) — a(t)] dV
/ / /

51151%0 ot 5t—0 Ot
V(t) V(

t)
1oJe!
—d
| 5w
(t)

1%
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Con estas simplificaciones (6.2)) toma la forma

D[ oy av = / [80‘+v.(aU)] v

Dt ot
Vi) V()
_ da  I(aly)
— / [6t+ o ] dv
V()

|
Ejemplo

A completarse

Preguntas
1.
2.
3.



Capitulo 7

Lineas de flujo

Existen tres tipos de lineas de flujo de uso comun. Estas son: lineas de corriente, lineas
de trayectoria y lineas de emision.

Lineas de corriente

Son lineas cuya tangente es en todos los puntos paralela al vector velocidad en un
instante. El flujo donde las lineas de corriente no cambian con el tiempo se llama flujo
permanente. En este caso el campo de velocidad no depende del tiempo. Consideremos una
linea de corriente en la figura [15.1] con un elemento diferencial ds.

Este elemento tiene componentes dx, dy,dz en los ejes cartesianos x,y, z, respectiva-
mente. Por la definicién de linea de corriente, la velocidad U del flujo en el punto P es
paralela a la direccién de ds. Los componentes de U son u,v,w. El vector unitario en la
direccién del elemento ds

ds dr, dy. dz

—_— = —i4+ —= —k
ds dsl+dsJ+ds

debe ser igual al vector unitario de U

U_w v wy
vouTu T

tangente

ds
linea de corriente

Figura 7.1: Elemento de una linea de corriente.

24
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donde ds y U son las magnitudes de ds y U, respectivamente. Entonces

dr _u
ds U
dy _ v
ds U
dz _w
ds U
que implica
de dy dz

Esta es la ecuacién de la linea de corriente en términos del campo de velocidad.

Una linea de corriente es entonces una curva imaginaria que conecta una serie de puntos
en el espacio en un instante dado, de tal forma que todas las particulas que estan sobre la
curva en ese instante tienen velocidades cuyos vectores son tangentes a la misma. De aqui las
lineas de corriente indican la direccién del movimiento de las particulas que se encuentran
a lo largo de ellas, en el instante dado.

Lineas de trayectoria

La linea de trayectoria es la que describe una particula en el flujo. Si r indica la posicién
de una particula, su velocidad es

dr

—=U 7.3
o (7.3)
De la solucion de esta ecuacién se obtienen las ecuaciones paramétricas de las lineas de
trayectoria.

Lineas de emisién

Una linea de emisién consiste de todos aquellos elementos de fluidos que en algin
instante pasaron a través de un cierto punto del espacio. Si inyectamos continuamente un
colorante en un punto en el flujo, la huella del colorante en cualquier instante representa
una linea de emisién. El humo que sale de una chimenea es un ejemplo.

Resolviendo para un instante dado la ecuacién , para las particulas que han pasado
por rg se obtiene la ecuacién de la linea de emisién. El método para determinar las ecuaciones
de las lineas de flujo se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo

Dado el campo de velocidad bidimensional: U = zi — (y + t)j calcule las ecuaciones
de (a) la linea de corriente en ¢ = 0 que pasa por (1,1); (b) la linea de trayectoria de la
particula que tiene la posicién (1,1) en t = 0; (c) la linea de emisién cuando ¢ = 0 de las
particulas que pasaron por (1,1).

(a)
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de (|7.2)). La solucién es
Ine=—-In(y+t)+1Inc

x(y+1t)=c

Para (1,1) y t = 0 tenemos ¢ = 1, de donde

z(y+t)=1
es la ecuacién de la linea de corriente.
(b) De (|7.3) se establece
do _
dt
dy
e (g4t
o (y+1t)
La solucién es
T =ce (7.4a)
y=coe t+t—1 (7.4b)

para (1,1) yt=0;c¢1 =1y co = 2.
De donde las ecuaciones paramétricas de la linea de trayectoria son

$:€t

y=2e'+t—-1
Eliminando ¢ se obtiene la ecuacién de esta linea
2
y=—+her-1
T

(c) Las ecuaciones representan la posiciéon de una particula. Consideremos la posicion
de las particulas que han pasado por (1,1) cuando t = 7 (7 es una variable y depende de cada
particula). Sustituyendo estas condiciones en las ecuaciones se obtiene ¢ = e ;¢ =
(2—T1)e".

Las ecuaciones paramétricas de las lineas de emisién para un tiempo ¢ son

T = et—‘r

y=02-7)" t+t—1
Para t = 0, tienen la forma
x=e "
y=2-71)" -1
Eliminando ¢ se obtiene la ecuacién de la linea de emisién

24+ Inx
Yy = -
T

1
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Puede observarse que las tres lineas de flujo son distintas. Para un caso de flujo per-
manente, las ecuaciones para las tres lineas de flujo serian iguales.

|
Ejemplo

A completarse.

Preguntas
1. Obtenga la forma de la derivada material en coordenadas cilindricas.

2. Calcule la aceleracién de una particula en el punto (1,3,2) y t = 1 para
U(z,y,2,t) = (z2* + y)i — (y27)j + (2xy - 3t)k
281+ 12 j + 15 K]

3. Considere el flujo bidimensional definido por U = x(1+2t)i+yj. Determine (a) en el el
tiempo t = 0, la linea de corriente que pasa por (1,1); (b) La linea de la trayectoria de
particula que pasa por (1,1) en ¢t = 0; (c) la linea de emisién en el tiempo ¢ = 0 de las
particulas que pasaron por (1,1). Dibuje las tres lineas. [(a) z = y; (b) z = y1 + Iny;
(c)z=yl—Iny]



Capitulo 8

Circulacién y vorticidad

Circulaciéon y vorticidad
La circulacién contenida en una curva cerrada dentro del flujo, como en la figura [8.1

se define como la integral alrededor de la curva, de la componente de la velocidad tangente
a la curva. Si ds representa un elemento de un contorno C' y U la velocidad en ese punto,

la circulacion es
I'= §£ U-ds
c

Por convencién esta integral se hace en sentido contrario a las manecillas del reloj.
Aplicando el teorema de Stokes

I'= [(VxU)-ndA (8.1)
/

donde A es una superficie de la cual C es la frontera, n es el vector unitario normal al
elemento dA de la superficie.

=
—

Figura 8.1: Circulacién alrededor de un contorno C.

2

oo
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lineas de corriente

U,

Figura 8.2: Tubo de corriente.

La vorticidad se define como el rotacional del vector velocidad, o

w=VxU (8.2a)
i — e Ui
i Jjki aIk
oUu, 0U;
=— - — 8.2b
Ox;  Oxy (8:2b)
De (8.1
I'= /w -n dA
A
En el caso especial, en que w = 0, el flujo se llama irrotacional. En este caso la

circulacion para cualquier contorno arbitrario es también cero.

Tubos de corriente y tubos de vortice

Un tubo de corriente es aquel cuyas parades estan formadas por lineas de corriente.
Por la definicién de lineas de corriente, no existird flujo a través de la pared del tubo de
corriente. Si la seccidon del tubo es infinitesimal, éste se llama hilo de corriente.

Por analogia con linea de corriente, se define linea de vortice como aquella cuya tangente
es es todos los puntos paralela al vector vorticidad en un instante. También se define un tubo
de vortice como aquel cuyas parades estan formadas por lineas de vértice. Si la seccién del
tubo es infinitesimal, éste se llame hilo de vortice. En al figura [8.2] se muestra un segmento
de tubo de corriente en las secciones 1 y 2. El tubo de vértice, mostrado en la figura [[4.3]
es idéntico excepto que tiene lineas de vértice en vez de las de corriente.

Gradiente de velocidad

Un elemento de fluido en un flujo puede sufrir: traslacién, rotacién, cambio de forma
lineal y angular. En un flujo donde el vector velocidad es igual en todos los puntos (flujo
uniforme) sélo existe traslacién del elemento. Pero en un flujo no uniforme existe ademas
rotacién y cambio de forma lineal y angular. A esto se le llama gradiente de velocidad.
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Entonces, el tensor de gradiente de velocidad (D o D;;) queda definido

oU;
Dij o ij
D=VU

Cualquier tensor puede descomponerse en la parte simétrica y la parte antisimetrica. Por lo

cual
10U, U\ 1 [0U; o
DU_ 2 ((91'] + 8$2>+2 (8% B 8$1>

D= % (VU +(VU)T) + % (VU - (VU)T)

donde (VU)T representa el tensor transpuesto de VU.

Llamemos
eij = OUi + oU; tensor de rapidez de deformacién
8xj 633%
Q= oU: — oU; tensor de vorticidad
8xj 8%‘1
o bien

que implica

1 1
D;; 5+ 592‘]‘
1 1
— et -0
273

Rapidez de rotacion

Considérese un elemento en el plano x1,zs que solo tiene rotaciéon. La figura b)
muestra la configuracion un tiempo dt después de la de a). La linea AB tiene una
velocidad angular OUs /0x1 en el sentido contrareloj. La linea AD tiene una velocidad angular
OU; /0z4 en el sentido del reloj. El promedio de la rapidez de rotacién del elemento en el
sentido contrareloj es (0Uz/0x1 — OU; /0x2)/2. De la ecuacion se ve que la cantidad
entre paréntesis es la componente de la vorticidad en el eje z3, que es perpendicular al
elemento mostrado.

oUs  0U;

w3 = —— —

3 8951 8952
En el espacio tridimensional el elemento girard sobre los tres ejes, y la rapidez de
rotaciéon sobre cualquier eje es la mitad de la componente de la vorticidad en este eje.

Ademas, se observa que el tensor antisimétrico

0 OUy _ 98Uy 9Uy _ 9Us
ox ox oz ox
Q- |oe oy B Lo Y 10

B B B )
oy _ oUh  ouy _ouy g O

8.%1 8.’t3 3£2 3£3
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X2

D

‘]

61’2

U, + 9Uy 0o
SN

61‘2

5I1

C

D
TUQ + %(5%‘1

A

—_— B
U,

(a)

€

T2

(b)

Z1
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Figura 8.3: Rotacién de un elemento de tamano dz; X dxe; configuracién (a) inicial y (b)

final.

T2
T2
U, + g%m
D C
D
UQT 82 TUerg%ézl

51’1 92
A —— B o

Uy A 6

(a)

(b)

T

Figura 8.4: Deformacién de un elemento de tamano dx; X dxa; configuraciéon (a) inicial y

(b) final.

tiene el vector correspondiente

Uy U\, (9Ux _ O
8$2 8$3 8.%3 Bxl

que es el vector de vorticidad w. El tensor €2 es entonces el tensor de vorticidad.

Rapidez de deformacién

j+<

oUy

Oy Oy

Considérese ahora que el elemento en la figura a) no tiene rotacién pero cambia su
forma geométrica. Después de un tiempo dt el elemento tiene la configuracién b).
De la figura

doy _ oU,
dt N 8x1
oy _ Uy

dt ~ Ozo
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La suma representa la rapidez de cambio de forma del elemento (0Us/dxz1 + OU; /0x5) en
este plano.

En un espacio tridimensional, los elementos del tensor representan la rapidez de cambio
de forma o la rapidez de corte de un elemento tridimensional:

26U1 oUq + oUs U, + oU3

oz, Oxo Oz ox ox
Uy | 90Uy 50U> oUs | OUy
6(1]1 Oxo
o 3 3

+

0 0 0.

" 97 aus fzaUg ”2 U
Oz, Ox3 Oxa Ox3 Oxs

Los términos diagonales representan el cambio de forma lineal. El resto, el cambio de forma
angular. El tensor e se llama tensor de rapidez de deformacién.

|
Ejemplo

A completarse.

Preguntas

1. Obtenga la forma de la derivada material en coordenadas cilindricas.

2. Calcule la aceleracién de una particula en el punto (1,3,2) y t = 1 para
U(z,y, z.t) = (22° + y)i — (y2°)j + (2zy — 30)k
281+ 12 j + 15 K]

3. Considere el flujo bidimensional definido por U = z(1+2¢t)i+yj. Determine (a) en el el
tiempo ¢t = 0, la linea de corriente que pasa por (1,1); (b) La linea de la trayectoria de
particula que pasa por (1,1) en ¢t = 0; (c) la linea de emisién en el tiempo ¢ = 0 de las
particulas que pasaron por (1,1). Dibuje las tres lineas. [(a) z = y; (b) x = y1 + Iny;
(c)z=yl—Iny]



Capitulo 9

Sistemas de referencia

Sistemas inerciales y no inerciales

A veces se miden las variables de campo con respecto a un sistema de coordenadas
en movimiento. Estas variables tienen relacién con respecto a otro sistema fijo. En este
ultimo sistema, la segunda ley de Newton para una particula: F = mdU/dt, es vilida. Esto
puede servir para definir el sistema fijo también llamado inercial. Las variables de campo
escalares son invariantes con respecto al sistema escogido. A continuacion se analizard la
transformacién de otras variables.

Considérese un sistema inercial Sy y otro sistema no inercial Sy . El origen de Sy tiene
posicién rg y velocidad Uy con respecto a Sy y sus ejes de coordenadas tienen una velocidad
angular €2 con respecto a Sy. Los subindices I y N se refieren a las variables medidas en los
sistemas inercial y no inercial respectivamente. La posicién de un punto queda determinada
por

rr=rop+ry (9.1)
En coordenadas cartesianas

ry = Z;NiiN (9.2)
La derivada con respecto al tiempo de es:

dry _ dro , dry
dt ~ dt dt

dI‘N dl’iN . + di’LN
— = i; Z;
dt at )N TN Cae
i;n son las bases del sistema Sy, que por el movimiento de los ejes tienen derivadas con
respecto al tiempo. En la figura se muestran las posiciones del vector i;y en un instante

t y otro t + dt.
En la figura (9.1) el vector diferencia

De :

iy =Q xi;n ot

33
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Figura 9.1: Rotacién del vector unitario.

de donde
di; .
dlfv =0 x LN
entonces
d
%:U+er1\; (9.4)

y de (9.3)
Ur=Up+Uny+Q xry
Derivando con respecto al tiempo se obtiene la aceleracién

dUj N dUj dUn dQ) dr
el el i Rl L LR (9:5)

Pero
Uy =Uiniin
De manera similar que en ((9.4)

dUy
dt

utilizando (9.4)) y en (9.5) se tiene

—ay+Q2x Uy (96)

dQ
a1:a0+aN+2QxUN+Q><(erN)JrEer

donde

dUy

a0 =

En esta ecuacion se observa que la aceleracion a;j medida en Sy no es igual a la ace-
leraciéon ay medida en Sy. El termino 22 x Uy se llama la aceleracion de Coriolis y el
término © x (Q X ry) la aceleracién centripeta.
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Para un flujo de un fluido, la aceleracién de una particula corresponde a la derivada
material y se puede escribir
DU; DUy

dQ2
Dt :aO+W+2QXUN+QX(QXrN)+EXI'N (97)

|
Ejemplo

A completarse.

Preguntas
1. Obtenga la forma de la derivada material en coordenadas cilindricas.

2. Calcule la aceleracién de una particula en el punto (1,3,2) y t = 1 para
U(z,y, z,t) = (22 + y)i — (y2°)j + (2zy — 3)k
281+ 12 j + 15 K]

3. Considere el flujo bidimensional definido por U = x(1+2t)i+yj. Determine (a) en el el
tiempo t = 0, la linea de corriente que pasa por (1,1); (b) La linea de la trayectoria de
particula que pasa por (1,1) en t = 0; (c¢) la linea de emisién en el tiempo ¢ = 0 de las
particulas que pasaron por (1,1). Dibuje las tres lineas. [(a) z = y; (b) x = y1 + lny;
(c)z=yl—Iny]
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Capitulo 10

Masa

Conservacion de masa

La masa no se crea ni se destruye, sino que se conserva. Este principio es uno de los
bésicos en el estudio del movimiento de los fluidos. Se desarrollara este concepto en forma
de ecuaciones diferenciales e integrales.

Considérese un volumen de control de forma arbitraria en el flujo, como en la figura
Por el principio de conservaciéon de masa , la suma de la rapidez de variacion de la masa
dentro del volumen y la salida neta de masa a través de la superficie del volumen es cero.

Por lo tanto la forma integral es

0
a/pdV+/pU~ndA:0 (10.1)
v A
Transformando la segunda integral con el teorema de la divergencia de Gauss (A.14)), e
introduciendo la derivada dentro de la primera integral (el volumen V' es independiente del
tiempo)

/[g’t’+V~(pU)] dv =0

\%4

Como el volumen V es arbitrario esta ecuacién es vélida para cualquier volumen. Esto
implica que el integrando es cero.

adp ap 0

—+V-(pU)=0 — 4+ —(pU;) =0 10.2
Esta es la forma diferencial de la conservacion de masa. A estas ecuaciones se les llama
ecuaciones de continuidad.

Desarrollando (10.2) y utilizando la derivada material la ecuacién de continuidad se

puede escribir

D
PV U=0

Dt

Dp 8Uj

- —2 =0
Dt p@xj
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Para un flujo incompresible (p = constante) la ecuacién de continuidad se simplifica a

V-U=0
oU,;
——J _90
81']-
|
Ejemplo
A completarse.
Preguntas
1.
2.



Capitulo 11

Cantidad de movimiento

Cantidad de movimiento lineal

Esta es la consideracion de la segunda ley de Newton: la suma de las fuerzas sobre
una particula es igual a la rapidez de variacién de su cantidad de movimiento lineal. En el
estudio de medios continuos este concepto lagrangiano se transforma a una forma euleriana
para facilitar su manejo.

Considérese un sistema con un campo de velocidad U, fuerzas de cuerpo por unidad de
masa f y fuerzas superficiales por unidad de drea representadas por el vector P. Aplicando
la segunda ley de Newton a este sistema

D

i pU dV:/P dA+/pf dv (11.1a)
14 A \4

D
v A 14

El vector P estd relacionado con el tensor de esfuerzos 7 definido en la seccién 2l De la
figura se observa que la componente total en la direccion 1, Py, es la suma de las fuerzas
en la direccién 1 en las caras 1,2 y 3. Entonces P; = 11111 + 79112 + 73113. Generalizando:

P=mn (11.2a)
Pij = 7jin; (11.2b)

Se puede simplificar la forma integral de la ecuacién (11.1)), aplicando el teorema de
Reynolds en el lado izquierdo y ([11.2)) en la primera integral del lado derecho

V/[a(g?) +V-(pUU)} :Zrn dA+V/pf dv

ol 0 rinl = [y, .
/ {(’)t + M(pUZUk)} = /Tﬂnj dA+/pf7 dVv
|4 A 14

39
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Aplicando el teorema de Gauss (A.14) a la primera integral del lado derecho

V/[a(gf)JrV-(pUU)] dV:A/v-rdA+V/,ode

) 0 o) = [ ans [ on
/[ o +axk(pUzUk)}— 5a, GAT [ pfidV
A 14

J
14

Debido a que el volumen V es arbitrario:

a(gtU) FV-(pUU) =V -7+ pf
A(pU;) | 9(pUiUy) _ OTji _
o " omy oa, P
O bien
oU 9
pE+Ua—f+UV-(pU)+(pU-V)U=V~T+pf
P +U18t + U; Oy +pUk6xk = Oa + pfi

El segundo y tercer término es un miultiplo de la ecuacién de continuidad ((10.2)). Entonces

p87?+(pU~V)U=V-T+pf (11.7a)
8Ul 6UL aTji
= ; 11.
P TPk g, o, +pfi (11.7b)

Esta es la forma diferencial de la conservaciéon de la cantidad de movimiento. Usando la
derivada material

DU

i f
th V-t+p
DUZ' 6Tji

Esta expresiéon muestra el balance entre la aceleracion por unidad de volumen del lado
izquierdo y las fuerzas de superficie y las de cuerpo respectivamente del lado derecho.

Cantidad de movimiento angular

La conservacion de la cantidad de movimiento angular implica que la suma de los
momentos de las fuerzas que actiian sobre un sistema es igual a la rapidez de cambio de la
cantidad de movimiento angular. Esta relacion es util en algunos problemas que involucran
rotacion del fluido, por ejemplo, turbomaquinaria.

El momento de la cantidad de movimiento lineal (cantidad de movimiento angular)
con respecto al origen del elemento de masa p dV del sistema es pr x U dV, donde es r
el vector de posicién de este elemento. La fuerza P dA sobre un elemento de la superficie
del sistema tiene un momento r x P dA y la fuerza de cuerpo sobre el elemento de masa
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p dV del sistema tiene un momento pr x f dA. Segin la conservaciéon de la cantidad de
movimiento angular para todo el sistema es

%/perdV:/rdeA—l—/prxfdA
v A v

D
Dt/pzs”an dV = /ewknP dA—f—/pa”kan dA
v \%

Sustituyendo P de (|11.2)

rx (tn dA+/ pr x f dA (11.10a)
\%

D
F/peukmU dV =
v

€ijkTiTig dA + /sz’jkrz‘fj dv (11.10b)
1%

i
[

Esta es la forma integral de la ecuacién de cantidad de movimiento angular. La forma
diferencial correspondiente muestra que el tensor de esfuerzo T es simétrico.

|
Ejemplo

A completarse.

Preguntas
1.
2.



Capitulo 12

Energia

Conservacion de energia

La primera ley de la termodinamica establece la conservacién de la energia. Si se
considera un sistema, el cambio de energia del sistema es la suma de la entrada de energia
en forma de calor y de trabajo. La energia del sistema comprende la energia interna y la
energia cinética. La energia interna por unidad de masa es e. Considerando un elemento de
volumen dV del sistema, pe dV es su energia interna y pU - U dV/2 su energia cinética.
Considerando un elemento de superficie del sistema dA, q - n dA representa la rapidez de
salida de calor, donde q es el vector de flujo de calor. El trabajo se efectiia por las fuerzas
de cuerpo y las fuerzas de superficie. El vector P dA representa la fuerza de superficie sobre
el elemento dA y U - P dA la rapidez con la que realiza este trabajo. El vector pf dV es la
fuerza de cuerpo sobre el elemento dV y U - pf dV la rapidez del trabajo realizado por la
fuerza del cuerpo.

Entonces, considerando la rapidez del cambio de energia del sistema

D
Dt

D
Dt/{pe+ pUU} dV:/UZPZ ClA—i—/Uzpfz dV—/qu dA
A 14 A

donde por convencién el vector se toma positivo hacia afuera con respecto al sistema.
Sustituyendo de (11.2)) y utilizando el teorema de Reynolds

/[{i{pe+ —pU - U}+Vo{pe+;pU~U}U} av
%
:/U-(Tn)dA+/U-pde—/q-ndA
A %

A

{pe+ ZpU - U}dV /U PdA+/U pf dV — /q-ndA
A
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0

at{pe—i— pUU}

/|

0
Ay,

{pe—i— UU}Uk} dv

43

:/Uﬂ'kink dAJF/Uipfi dV*/qmvz dA

A

Utilizando el teorema de Gauss (A.14])

/[aat{pe-l— —pU - U}+V-{pe+;pU-U}U} dVv
\%

:/V-(U~T) dV+/U~pde—/V~qu (12.3a)

pe + 2pUU

131

8mk

|

\%4

Puesto que V es un volumen arbitrario se establece

ot

0 0
8t{,06+ pU,-Ui} ak{p6+ UU}Uk—

Desarrollando las expresiones anteriores

0,1

Oe Luu+

Par tPar's

0,1

Oe -
P2

Por UiU;)+

+

(5
(ot

dp
ot "

—-— +V.-pU

8[)

0

Por continuidad, ecs. (10.2):

36
81& + pU -

5‘6
P ot

7
ot
oU;

v, 2V
Yty

U
+pU-Ve+pU-(U-VU)

+ pUp —

oU;
8xk

Oe
Oy,

+ pUk(Ui5—)

0 1
} 8$k {p€+ 2UiUi}Uk:| av

dV+/Uipfi de/

\%4

0 Oe
t 35, kpUk)+PUk8 +pUr=—

87;“
e

Vv

(97']“
" Oz

+ Thi 57—

+Uipfi —

+ Thig—

oU;
Oz,

A

\%4

0q;

d
8xv

\%4

Jq;
8:@

=U-Vr+7:VU+ U pf -

(12.3b)

1 1
0 {pe+2pU-U}+V~{pe+pU-U}U:V~(U-T)+U~pf—V'q

8(Uﬂki)
8:ck

1
>+2U-U @t +V- pU> +pU-VetpU-V(5 U-U)

=U.Vr+7:VU+4+ U pof —

V-q
0
5o (U
oU; dq;
e L s
V-q
0q;
+ U;p f’_axi
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Esta es la ecuacion de conservacion de energia total. Sin embargo, la conservacién de la ener-
gia mecénica se obtiene multiplicando escalarmente las ecuaciones (11.7) por la velocidad

U
pU.ai_H)U.(U.VU):U~(V'T)+U~pf

ot
an 8U1 B aTki
pUzE + pUk(Uzaixk) - Uz(axk ) + Uzpfz
Restando estas ecuaciones a las anteriores

Oe

p§+pU~Ve=T:VU—V-q (12.8a)
Oe Oe oU;  0Og;
— 4 pUp—— = Ty — 12.8b

p@t T kaxk Tk ox,  Ox; ( )

Esta es la forma diferencial de la conservacion de energia interna. Usando la derivada ma-
terial:

e
_ 90
o kza.’lfk 8(El

El lado izquierdo representa la rapidez de cambio de energia interna, el primer término del
lado derecho la accién del esfuerzo sobre la deformacién y el tltimo término el efecto de la
transmisién de calor.

|
Ejemplo

A completarse.

Preguntas

1.
2.



Capitulo 13

Relaciones constitutivas

Hasta ahora se tienen las ecuaciones de conservacion, pero no se ha especificado de
que material se trata. Segtiin el material que se estudie el comportamiento serd diferente.
Las ecuaciones anteriores son aplicables en general, pero para aplicarlas a un problema
especifico, habra que introducir la informacién relacionada con la naturaleza del material
en estudio. Esta relacién que se busca es la ecuacién constitutiva del material.

Las ecuaciones (10.2), (I1.7) y (12-8) constituyen un sistema de cinco ecuaciones es-
calares con las variables incégnitas: p, U; (tres componentes), 7;; (nueve elementos), e, ¢;
(tres componentes). La fuerza de cuerpo f; depende de factores externos del material, y se
estima de acuerdo con el fenémeno fisico que produce dicha fuerza. Si se pueden escribir
Tij ¥ ¢; en términos de las otras variables incégnitas, se tendra un sistema determinado. Se
busca entonces, dos ecuaciones constitutivas que relacionen

Tij = Tij(p, Ui €) (13.1)
¢ = qi(p, Ui, e) (13.2)

Un material polar es aquel en el que existen momentos de cuerpo (por ejemplo los
momentos por unidad de volumen causados por ciertos efectos magnéticos ). En un material
no polar, la derivacién de ecuacién es valida, en donde se obtiene que el tensor de
esfuerzo es simétrico.

Segun el postulado de estado en termodindmica, es posible establecer para algunas
sustancias las relaciones

p=p(p,T) (13.3)
e=¢e(p,T) (13.4)

Estas relaciones dependen del fluido que se trate. Para el caso especial de un gas perfecto

(13.3) toma la forma
p=pRT

y (34

T
ez/ C, dT

To
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donde R es la constante del gas, Ty una temperatura de referencia y p la presién.
En general, las ecuaciones constitutivas (13.1)) y (13.2)) se pueden expresar como funcién
de la temperatura

i = Tij (0, Ui, T)
q; = Q’L(p7 UiaT)
Conduccién de Fourier

Si g; es debido sélo a la conduccion, la ecuacién de Fourier establece

q=—kVT
o, or
q;i = oz

donde k es el coeficiente de transmisién de calor por conduccién. El signo menos es debido
a que el flujo de calor es en sentido contrario al crecimiento de la temperatura.

Gas ideal

Un fluido ideal es aquel en el cual el tensor de esfuerzos es isotrépico. 7;; es un multiplo
de que es el tnico tensor isotropico de segundo orden. Por lo tanto
T=—pd
Tij = —P0ij
donde 9 es el tensor identidad y p es la presién en el fluido y el signo negativo indica que la

presion es un esfuerzo normal (de compresién).
La ecuacion de conservacién de cantidad de movimiento se reduce a

U
PE +pU-VU = —Vp + pf (13.7a)
- _ ; 13.7b
Pt Pk g = "o, T (13.7b)
A estas ecuaciones se les llama ecuaciones de Euler. La de energia interna se reduce a
0

pafi—i-pU-Ve:—pV-U—V-q (13.8a)

Oe Oe oU;  0g;
— Upy—=— — 13.8b

Fluido newtoniano

En un fluido viscoso ademés de los esfuerzos normales existen esfuerzos cortantes de-
bidos a la viscosidad. La ecuacién constitutiva para el fluido newtoniano toma la forma

T=-p5+ A6V U+ (VU + (VU)T) (13.9a)
oue | (oU oy,
“ dxy, H Ox;  Ox;

Tij = —Pdij + A0 (13.9b)
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Esta ecuacién constitutiva satisface las siguientes restricciones: (a) cuando el fluido estd
en reposo el esfuerzo es debido solamente a la presién ejercida por él mismo; (b) 7;; estd
linealmente relacionado con e;; y no depende de la rotacién ;;; y (c) el fluido es isotrépico.

En la ecuacién constitutiva A y p son coeficientes de viscosidad y son propiedades del
fluido. Para el flujo unidimensional referido en la seccién 1.4, donde U = wu(y)i, el tensor de
esfuerzo es

ou
-p py, O
S P P (13.10)
T May P .
0 0 —p

El valor del elemento 715 permite calcular el coeficiente de viscosidad p. El coeficiente
de viscosidad A\ es dificil de determinar. La siguiente consideracién simplifica el problema y
permite poner el valor de A en funcién de p. La suma de los esfuerzos normales es:

tr7=-3p+BA+2u)V-U

oU;
Tii = —3p—|— (3)\ + 2#) )

Lg

Si se considera que el promedio de los esfuerzos normales 7;;/3 no depende de la viscosidad
3AIN+2p=0

Un fluido que satisface esta relacién se llama fluido de Stokes e incluye gases monoatémicos.
Esta relacion se aproxima al comportamiento de otros gases.

Para un fluido incompresible usando la ecuaciéon de continuidad la ecuacién
constitutiva se reduce a

T=-pé+p(VU+ (VU))
oU; an>

+

Se observa que la relacién es independiente del valor de A.

Fluidos no newtonianos

Los fluidos que no cumplen con la ecuacién constitutiva newtoniana se llaman
fluidos no newtonianos. La mayoria de los fluidos que se encuentran cominmente son no
newtonianos, por ejemplo: la sangre, la pintura, etc. Cada uno de estos fluidos tienen su
propia ecuacion constitutiva que se determina experimentalmente.

Ecuaciones de movimiento de un fluido newtoniano

Aunque en la naturaleza la mayoria de los fluidos son no newtonianos, el caso newto-
niano es el mas sencillo de los fluidos viscosos. Ademaés su estudio se justifica debido a que en
muchos fenémenos que interesan en ingenieria se trata con aire o agua, cuyo comportamiento
es newtoniano.

Sustituyendo la ecuacién constitutiva en las ecuaciones de movimiento, se ob-
tiene:
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Conservacién de masa

dp

E‘FV'(pU):O
ap 0 B
a*‘afmj(PUj)—o

Conservacién de cantidad de movimiento (ecuaciones de Navier-Stokes)

U
P T (pU-V)U = —Vp+V(AV - U) + V [u(VU) + (VU)T] pf (13.14a)
an, 8U, 8]) 0 8Uk 0 3U1 8UJ
- _ A [ i 13.14
P ot +pUk(“)xk Ox; Ox; < 8mk> Oz [’u((“)xj + ox; )} +of (13.14b)

Conservacion de energia
Empleando ademés la ecuacién de Fourier (3.4.9) y (3.4.10)

p% +pU-Ve=—pV-U+AV-UP+p[VU+ (VU] : VU+ V- (kVT) (13.15a)

de O OU |\ OUi,  [OUi OU;|OU; | O 0T
p8t+pUk0xk_ paxk )\(axk) +’u[8x]—+8xk 8xi+8xi(k8xi

) (13.15b)

Estas ecuaciones junto con las relaciones p = p(p,T) v e = e(p, T) forman un sistema
de siete ecuaciones escalares con las siete incégnitas: p, U; (tres), p, ey T.

Funcién de disipacién
En las ecuaciones los términos de viscosidad
®=\V-U)?+p[VU+ (VU] : VU
3Uk)2 [GUZ- n 8U}5‘UJ]

— £\(=E
(8xk Ox; Oz, Oz

representan la rapidez de disipacion de energia por unidad de volumen debido a los efectos
viscosos. El escalar ® se llama la funcién de disipacion.

Condiciones de frontera

Para resolver estas ecuaciones diferenciales parciales se necesitan establecer las condi-
ciones de frontera. Las condiciones de frontera mas usuales para la velocidad son:

(a) La condicién de no resbalamiento que implica que el fluido tiene la misma velocidad de
la frontera que confina el flujo.

(b) Para un flujo no confinado, la velocidad del fluido muy lejos de la regién de perturbacién
del flujo es la velocidad de la corriente libre.

Cuando se incluyen efectos térmicos es necesario especificar la temperatura en las fronteras
o bien el flujo de calor.
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Condiciones iniciales

En el caso de flujo no permanente se necesitan especificar las condiciones iniciales
(t = 0) del fluido, tales como la distribucién de velocidad y temperatura.

|
Ejemplo

A completarse.

Preguntas

1.
2.
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Capitulo 14

Helmholtz y Kelvin

Las ecuaciones de movimiento del capitulo 3 son generales. Sin embargo, existen formas
especiales de estas ecuaciones y en algunos casos, formas simplificadas que son mas mas
practicas de manejar.

Teorema de Helmholtz

La definicién del vector vorticidad
w=VxU
permite establecer
V.w=0

que indica que el vector w es solenoidal. Entonces, para un volumen V arbitrario

/V~de:O
v

Usando el teorema de Gauss (A.14)), la integral anterior se convierte en una integral sobre
la superficie que encierra el volumen V'

/w~ndA:() (14.1)
%

Considerando el tubo de vértice mostrado en la figura[I4.1] w-n es cero en las paredes,
debido a que las forman lineas de vértice. Por lo tanto ((14.1) implica

I'i =T, (14.2)
donde
F] = —/w -n dA
Ay
Iy = —/w -n dA
Az
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lineas de vértice

U,

Figura 14.1: Tubo de vortice

Si wy y wo representan el promedio de vorticidad sobre las areas A; y Ag respectivamente,

(14.2) se puede escribir
UJlAl = (,U2A2

Este resultado es vélido para cualquier tipo de fluido, y significa que los tubos de vortice
son cerrados (como los anillos de humo) o terminan en alguna frontera.

Teorema de Kelvin

Este teorema se desarrolla para un fluido no viscoso y un campo conservativo de fuerzas
de cuerpo
oG
8@
donde G es el potencial del campo conservativo.

Considérese una curva material C' (formado por particulas). La rapidez de cambio de
circulacion siguiendo esta curva es

DI D

fi

C
= dx; f 14.4
§£ { Dt @itV (14.4)

donde la derivada material se intercambia con la integral porque esta se hace sobre una
curva material.

ds representa un elemento de la curva C, y dz; sus componentes. dx; cambia con el
tiempo debido a que el elemento ds se estira y cambia su direcciéon. Ademaés, la rapidez de
cambio dx; es la diferencia de velocidad en los extremos de ds en esa direccién. Por esto

Dt
La ecuacién de movimiento para este fluido es

l)[]z - _1 dp G
Dt  pdr; Oy

= dU; (14.5)

(14.6)
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Sustituyendo (14.5) y (14.6)) en (14.4)), se tiene

o[y, 0
Dt pOx; ' Ox;
C

~p[- 2 vac L aww)]

donde dp y dG representan la variacién espacial de p y G, respectivamente. La integral sobre
una trayectoria cerrada 95 d¢ = 0, donde ¢ es cualquier cantidad escalar. Por lo que
e}

DU [dp

bl 14.
Dt P (14.7)
C

Flujo incompresible
Si la densidad p es constante, (14.7) se reduce a

DT 1

- —_Z¢hd

Dt p§1§ P
C

or
Dt

y por la razén antes expuesta

0

Flujo barotrépico
Para un flujo barotrépico p es una funcién explicita de p,

p=p(p)
Entonces ((14.7)) se escribe

P'(p) dp

LIS,
Dt P
c
Zg

dp(In p)]

Por la misma razén
Dr
T
Entonces, el teorema de Kelvin establece que para un fluido incompresible o barotrépi-

co, ademds no viscoso y con campo de fuerzas conservativo, la circulacién alrededor de una
curva material no varia con el tiempo, aunque ésta cambie su forma.

0

|
Ejemplo

A completarse.
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Preguntas
1.
2.
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Capitulo 15

Vorticidad y Crocco

Ecuacion de vorticidad

Para un fluido incompresible, en un campo de fuerzas conservativo, las ecuaciones de
Navier-Stokes toman la forma

ou

P ot

Usando la identidad (A.9), la ecuacién se escribe

+p(U-V)U = —Vp + uV?U

U U|?
p%—FpV'T—pUX(VXU):—Vp-F,uVQU

Tomando el rotacional de esta ecuacion y empleando la definicién de vorticidad
ow 9
Por pV x (U X w) = uVw (15.1)

donde se considera que los operadores diferenciales son intercambiables y que el rotacional
de un gradiente es cero. De la identidad (A.10))

Vx(Uxw)=UV w)—w(V-U)-—(U-Vw+ (w-V)U

por la condicién de incompresibilidad y que el vector es solenoidal. La ecuacién (15.1) toma
entonces la forma

Dw Ow
Por = Par +p(U-V)w
=p(w-V)U + V3w (15.2)

Esta ecuacién de vorticidad establece que la rapidez de cambio de la vorticidad de un
elemento de fluido depende del gradiente de velocidad y de su difusién por efectos viscosos.
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Ecuacion de Crocco

Esta ecuacién relaciona la vorticidad de un flujo con la entropia del fluido. Conside-
rando un flujo permanente, no viscoso, sin fuerzas de cuerpo, la ecuacion de Euler se puede
escribir

U2
Jlu

1
3 Uxw=—2W (15.3)

La identidad del (C.2b)) es

Tds:dh—%dp

Usando la relacién ([16.2) donde ¢ es ahora una diferencial total porque se trata de un flujo
permanente, la identidad se escribe

1
dr-(TVs) =dr-(Vh — ;Vp)
Por la arbitrariedad del vector dr se tiene
1
TVs=Vh—--Vp
p
Sustituyendo esta relacién en (15.3]) obtenemos la ecuacién de Crocco
U2

V{h—i—i}:TVs—i—wa (15.4)

Flujo isoentrépico

La ecuacién de energia ((13.8) para este caso se reduce a

e
VA U] 15.5
Po =P (15.5)
De la definicién de entalpia h = e+ p/p
Dh De p 1
— =——-=dp+-d
Dt Dt p? Pt p b
Sustituyendo en ([13.8])
Dh  Dp p|Dp
Zh_ZE PZR vV.-U
Dt “ Dt [Dt te
Por continuidad, ecuacién ((10.2))
Dh  Dp
— == 15.6
"Dt ~ Dt (15.6)
Tomando el producto escalar con la ecuaciéon de Euler
DU

PDi
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normal

tangente

linea de corriente

binormal

Figura 15.1: Vectores unitarios en una linea de corriente.

se tiene

D (/1
~—[ZU?)=-U-
th<2 |> Vp
La suma de ([15.6) vy (15.7)) es

D 1 D
(h+2|U|2> L _u.vp

"Dt " Dt
=0
para flujo permanente. La cantidad
U 2
h() == h + %
se llama entalpia de estancamiento y es constante a lo largo de una linea de flujo.
Dhyg
Z0
Dt

o7

(15.7)

ho puede tener valores diferentes para cada linea de flujo. La ecuacién de Crocco (15.4) se

escribe

VhOZTVS+UXw

(15.8)

El gradiente de hg solo tiene componentes perpendiculares a las lineas de flujo, también

U x w. Esto implica que la entropia varia en las direcciones normales a la linea de flujo.
Sit, ny b representan los vectores unitarios en la direccién tangente, normal y binormal

a la linea de flujo como se muestra en la figura la ecuacion tiene componentes

0=0
8h0 0s
—=T—-|U
on on (Ul
8h0 0s
—=T—-1|U0
o ~ Lgp ~ [Ulen
respectivamente. Si la entropia y la entalpia son constantes en todo el espacio el flujo es
irrotacional.
|
Ejemplo

A completarse.
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Preguntas
1.
2.
3.
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Capitulo 16

Bernoulli

Ecuacion de Bernoulli

Considérese un fluido no viscoso y fuerzas de cuerpo conservativas. Bajo estas conside-
raciones, en casos especificos las ecuaciones de cantidad tienen una integral sencilla para un
instante de tiempo dado. A esta integral se le llama ecuacién de Bernoulli. Las ecuaciones
de Euler (13.7) toman la forma

ou v |U|?

ot 2
Tomando el producto escalar del termino de presion con elemento arbitrario dr y usando la
relacién

1
—wa:—;Vp—FVG (16.1)

0
dr-V() :dxia—mi()

=d() (16.2)
de donde d( ) es un operador diferencial en espacio, se tiene

1 d
dr-prz—p
p

p
d

—a |
p

donde la integral se hace en el espacio para un instante dado. Usando (16.2)) nuevamente
1 d
dr-przdr-V/—p
p p

Como dr es arbitrario

1 d
lop—v / dp
P P
Sustituyendo en (|16.1))
ou dp |UJ? B
(9t+v|:/p+2 Gl =Uxw

La integracion espacial de esta ecuacion es facil para los siguientes casos.
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Flujo permanente

La ecuacién (|14.7) se reduce a

2
o[ Y o] v
p 2

El producto escalar de U con esta ecuacién es

2
vov | [ 2 o] -
p 2

donde el vector U X w es un vector normal a U y U - U x w = 0. La ecuacién anterior
representa la derivada material para flujo permanente, o sea

D d 2
_ /7p+7|U‘ — =0
Dt p 2

Esto implica que la cantidad entre paréntesis es constante siguiendo la trayectoria de una
particula o bien

2
/@+&_G:B
p 2

a lo largo de una linea de flujo.

Flujo irrotacional
En este caso el vector vorticidad es cero
w=VxU=0
Usando la identidad
VxVep=0

se ve que el vector velocidad puede expresarse en términos de un escalar ¢ llamado potencial
de velocidad.

U=V¢ (16.3)

(cualquier multiplo de ¢ satisface la identidad por lo que en ocasiones aparece U = —V ).
La ecuacién (16.1)) toma la forma

99 dp Vol _
a5 e

Esto implica que la cantidad entre paréntesis es constante en el espacio pero puede variar
con el tiempo o sea

9 [dp  IVoP

E“r ?4‘ 9 G:B(t) (164)
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Para incluir B(t) en el lado izquierdo se define

¢’:¢—/B(t)dt

de donde

o’ _0¢
ot~ ot *)

y la ecuacién (|16.4]) toma la forma

/ 2
%+/@+IV¢I

ot 5 ~G@=0

para todo el espacio. De la relacién V¢’ = V¢ se ve que la relacién no se altera.

En general la ecuaciéon de Bernoulli no es una ecuacién de energia. Es la integral
(parcial, en un instante dado) de la ecuacién de cantidad de movimiento. Sin embargo para
flujos permanentes e isoentrépicos es idéntica ala ecuacién de energia.

Ejemplo
A completarse.
Preguntas
1.
2.
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Capitulo 17
Presion

En este capitulo se estudiard el comportamiento de los fluidos en reposo (hidrostética)

Presion hidrostatica

Para un fluido en reposo y considerando un sistema de coordenadas fijo al fluido, la
velocidad U del fluido es cero. En este caso la ecuacién de continuidad (10.2)), las ecuaciones
de conservacién de cantidad de movimiento (11.7)) y la de conservacién de energia (12.8]) se

reducen a

dp
% 0 (17.1)
Vp = pf (17.2)
Oe

Por = V- (kVT) (17.3)

La primera ecuacién denota que la densidad no varia con el tiempo, la segunda, que el
cambio de presién es a causa de las fuerzas de cuerpo y la tercera, que la rapidez del cambio
de energia interna es a causa de la transmisiéon de calor por conduccién. La ecuacién
es la Uinica que involucra presién. Para determinar la distribucién de presion hidrostética se
necesita la solucién de ésta.

Campo gravitacional unidimensional

Si la fuerza de cuerpo es f = —gk, donde k es un vector unitario y sustituyendo en
(17.2) se tiene

dp

E__pg

siendo la presion constante en las otras direcciones. Si se conoce la variaciéon de la densidad
se puede integrar la ecuacién. Algunos ejemplos son:

(a) Densidad y gravedad constantes. La integral es

p = —pgz +po (17.4)
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donde pg es la presion en z = 0.

(b) Atmosfera isotérmica de gas perfecto. En este caso
p = pRIj

donde RTj es constante. Sustituyendo en ((17.4)

cuya integral para gravedad constante es

_ 9z
P ="Do eXp(—ﬁ)

La distribucién de densidad es entonces

Po
p=

gz )
" RT,

exp(— BT

(¢) Atmosfera politrépica de gas perfecto. En este caso

p=kp"
y
p = pRT
donde k y n son constantes.
De (17.4) se obtiene
dp  gdz
pl/n - kl/n

Integrando

n/(n—1
- n—1 1 gz /=
p=po|l- n (n=1)/n E1/n
Do

1/(n—1
~(Ppo\/m™ n—1 1 gz /D
p= (?> 1- n p(()n—l)/n k1/n

y la temperatura

TP k L/n 1_n—1 1 gz
_R " n p[()nq)/n kl/n
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Campo gravitacional con simetria esférica

Considerando una atmoésfera alrededor de un planeta de radio R, y masa M, la ace-
leracién de gravedad a una distancia r del centro del planeta es

— GMP
==

g

donde G es la constante gravitacional.
La ecuacién ((17.4]) en coordenadas esféricas se simplifica para este caso
dp  pGM,

T r2
Si se considera una atmosfera isotérmica de gas perfecto la ecuaciéon anterior toma la
forma
dp  GM, dr

r  RT, r2

GM, (1 1
= X - — =
P=PoexP | Bt R Ty

donde py es la presién en r = R,.

Integrando

Autogravitacion

Considérese un fluido con simetria esférica y densidad p(r). Para la fuerza sobre un
elemento de fluido a una distancia r1, del origen, se establece que: (i) no depende de la masa
del fluido para r > rq, (ii) toda la masa para r < r; se puede considerar concentrada en
el origen. Con estas consideraciones, la fuerza por unidad de masa del fluido debida a la
gravitaciéon del mismo fluido es

100 =52 [ ptray? an

actuando hacia el origen.
Sustituyendo en la ecuacion (17.2)) en coordenadas esféricas, la componente radial es

d 4G [T
P _ it / p(r)r? dr
0

dr r2

Derivando con respecto a r y reordenando

d’p 1 [dp 2 9 dp 9
_ = 224 = 17.
dr?  p <dr> + r dr +dnGp 0 (17.5)

Esta es una ecuacién no lineal de segundo orden con dos incognitas, p y p. Para resolverla
se necesita una relacién entre p y p. Un caso especial es la relacién politrépica

p=kp"
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Sustituyendo en la ecuacién diferencial ((17.5) se obtiene

d’p 1 (dp)2 2.dp 4G 4,

dr?  np

=0

dr rodr  k2nl

Las condiciones de frontera apropiadas son:
(i) (dp/dr)r—o = 0 por la simetria de la presién con respecto al origen.
(ii) p(0) es finita.
Para algunos valores de n existen soluciones en forma cerrada. Por ejemplo, para n = 1.2

d?p 5 (dp>2 2 dp  4nG 5/3 _
T

— — 0
dr

dr?  6p r o k5/3

la solucién es

Do

3
1— 27er§/3 r2
9k5/3

donde pg es la presién en el origen. La solucién puede verificarse por sustitucién. Para la
densidad se tiene

p:

Po

45 5/2
v ()
P, 5/6
(1)

M = 47r/ p(r)r? dr
0

18 pg/2

V2w G312 p3

Considerando un gas perfecto la distribucion de temperatura es

donde

La masa total es

|
Ejemplo

A completarse.
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Preguntas
1.
2.
3.
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Capitulo 18

Superficies sumergidas

Fuerzas

La fuerza que ejerce la presién sobre un elemento de superficie es perpendicular a este.
Si dA es el elemento de la superficie A y n un vector unitario normal a la superficie dirigido
hacia afuera, la fuerza sobre este elemento es

dF = —pn dA

de donde, la fuerza total sobre la superficie es

F:—/pndA

A
Las componentes de estas fuerzas son
A

donde n1, ny, ng son los cosenos directores.

Superficies planas

La figura muestra una superficie plana sumergida en un fluido de densidad cons-
tante. La presion sobre el elemento de drea dA es

dF =pdA
Si se considera la presién en la superficie libre como cero, la presién a una profundidad h es
p = pgh
En términos de y

p = pgysent
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Figura 18.1: Fuerzas sobre una superficie dA (sombreada) sumergida.

y la fuerza sobre el drea sumergida es

F= pgsen@/y dA
A

Las coordenadas del centroide son

fdi
r, =2
¢ A
JydA
_ A
Ye A

entonces, la fuerza total toma la forma

F = pgsend y.A
= pcA
donde p. es la presién en el centroide.

El centro de presién es el punto (z’,y’) donde la fuerza total F' causa un momento
equivalente al de la distribucién de fuerzas hidrostaticas. Tomando momentos con respecto

al origen 0 (figura [18.1])

Fa' = pgsen@/xy dA
A

Fyf :,ogsené’/y2 dA
A
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Usando las definiciones de momento de inercia I, y producto de inercia I,

I :/y2 dA

A
Ixy:/xy dA
A
se tiene

I
r Ty
vt A

I
! T
Y _yc+ycA

Si se trabaja con coordenadas &,n que pasan por el centroide del area y paralelas a
x,y, el momento y el producto de inercia en estas nuevas coordenadas son

Iey = Iy — Azcye

de donde
I
r_ Aay
! YA
y/ _ Izz
YA

Se puede observar que el centro de presiones siempre es mas profundo que el centroide.



Capitulo 19

Flotacion

Leyes de flotacion

Cuando un cuerpo se encuentra sumergido en un fluido experimenta una fuerza llamada
de flotacién. Considérese el cuerpo de la figura en un campo vertical de gravedad y en
un fluido de densidad constante.

Si las presiones en las superficies superior e inferior son ps y p;, la fuerza total sobre
un prisma de seccién dA como el mostrado en la figura [19.1] es

dF = (p; — ps) dA

con direccién ascendente. Si hs y h; son las distancias desde la superficie libre hasta un
punto sobre las superficies superior e inferior del cuerpo respectivamente,

dF = pg(h; — hs) dA

La fuerza de flotacién total es

dA free surface

r
pid T

Figura 19.1: Fuerzas sobre un cuerpo sumergido.
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donde V' es el volumen del cuerpo, pgV representa el peso del fluido desplazado por el
cuerpo. Este es el principio de Arquimedes.

El momento causado por la presion hidrostatica es equivalente al momento de la fuerza
total de flotacién actuando sobre el centro de flotacién

Fa:’:pg/m(hi—hs) dA

:pg/de

de donde
, xdV
Ty
De manera similar
,  ydV
Yy = vV

De aqui se concluye que la fuerza de flotacién pasa por el centroide del volumen desplazado
por el cuerpo.

Estabilidad

Se dice que un cuerpo esté en equilibrio estable si ante cualquier desplazamiento pe-
quenio aparecen fuerzas que tienden a restablecer la posicién inicial. En el caso de un cuerpo
completamente sumergido en un fluido es condicién necesaria y suficiente para que el equili-
brio sea estable, que el centro de gravedad del cuerpo esté por debajo del centro de flotacion.
Por ejemplo, el caso de un globo como el que se muestra en la figura [19.2] es estable. Figu-
ra a) muestra la posicién en equilibrio y [19.2fb) la posicién desplazada en la cual se
observa que la fuerza de flotacién F' y el peso P causan un momento de restauracion.

Para cuerpos parcialmente sumergidos, el centro de flotacién se mueve con el despla-
zamiento angular del cuerpo. El peso P y la fuerza de flotacién F' producen un momento, y
la direccién de este momento determina si este cuerpo es estable. Por ejemplo, en la figura
el movimiento del centro de flotacion es lo suficientemente grande como para causar
un momento de restauracién. En este caso el cuerpo estd en equilibrio estable. Sin embargo,
en la figura [19.4] se muestra otro cuerpo en el cual para el mismo desplazamiento angular,
el movimiento del centro de flotacién no presenta un momento de restauracién, sino un
momento que tiende a continuar el desplazamiento. Este cuerpo esta en equilibrio inestable.

Para predecir la estabilidad del equilibrio de un cuerpo en flotacién se hace el siguiente
analisis cuantitativo. El cuerpo de la figura esta en una posicion desplazada un angulo
06. El centro de flotacién para la posicién de equilibrio es C’, y para la nueva posicién
del cuerpo es C. El centro de gravedad del cuerpo es G. Al girar el cuerpo, la cantidad
de liquido desplazada por el GB’ B” es la misma que abandona GA’A”. Virtualmente se
puede considerar que existe una fuerza ascendente en la seccién GB’ B”, § F' debido al liquido
adicional desplazado. De la misma manera en la secciéon GA’A” existe una fuerza descendente
0F. Estas fuerzas forman un par 07. La fuerza de flotaciéon 0F en C, es equivalente a la
fuerza 0F en C’ y el par 0T. Por lo que el movimiento del centro de flotacién §l se calcula
tomando momentos con respecto a C

T

6l—ﬁ

(19.1)
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P P
(a) (b)

Figura 19.2: Globo (a) en equilibrio y (b) perturbado.

P P
(a) (b)

Figura 19.3: Cuerpo flotante estable, (a) en equilibrio, (b) perturbado.
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W<

P

P
(a)

(b)
Figura 19.4: Cuerpo flotante inestable, (a) en equilibrio, (b) perturbado.

SFa

superficie libre

Figura 19.5: Estabilidad de un cuerpo flotante.

o= o

donde la fuerza §F es igual al peso P del cuerpo debido al equilibrio estatico. De la figura

sen 66

de flotacion F' y el peso P es un momento restaurador y el equilibrio del cuerpo flotando es
estabilidad. Cuando existe estabilidad

(19.2)
Se observa que si el punto M estd por encima de G, el momento causado por la fuerza
estable. A la distancia MG se le llama altura metacéntrica y es la base para este criterio de

MC" > GC’
Para determinar la altura metacéntrica, se calculard primero el par 7. Se escogen
dos voltiimenes dV correspondientes, en las secciones GA’A” y GB’B”. Estos voltimenes se

encuentran a una distancia x del punto A y son de seccién horizontal dA. Por lo que

dV = xsendf dA
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Cada volumen dV tiene una fuerza asociada dF":
dF = pgxsendf dA
El par debido a estas fuerzas es
dT = 2pgz*sen 66 dA

Integrando
L
T = 2pg sené@/ z? dA
0

donde L = AC = AE. Considerando el momento de inercia I de la seccién horizontal del
cuerpo, al nivel de la superficie libre,

L
I= 2/ z? dA (19.3)
0
Por lo que
T = pgsendd I
Sustituyendo (19.3) en (19.1) y usando F' = P
pgsendl I
ol=—"——
P
Sustiyendo en (19.2)
—  pgl sendf
MCh ==
¢ P 00

la que para dngulos pequenos se reduce a

La altura metacéntrica es entonces

MG=MC"-GC"

_ryl
P
Los valores positivos de MG en esta relacién implican que M estard por encima de G,
y el cuerpo estard en equilibrio estable. Si MG es cero coinciden los puntos G y M y la
estabilidad del equilibrio del cuerpo es indiferente. Si el valor de MG en la relacién
es negativo, G estd por encima de M y el equilibrio es inestable.
Se debe recordar que este andlisis es para angulos de giro d0 muy pequenos y sin
considerar otras fuerzas, como la del viento, etc., que puedan modificar la estabilidad del
cuerpo.

~- GO (19.4)

|
Ejemplo

A completarse.
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Preguntas
1.
2.
3.

76



Capitulo 20

Tension superficial

En las interfases entre dos medios inmiscibles como entre aire y agua, agua y aceite,
agua y vidrio, etc., existen fuerzas de tension. Para dos medios 1 y 2 la fuerza de tension
superficial por unidad de longitud es o15. Este fenémeno ocurre en situaciones estaticas o
dindmicas.

Contacto entre tres medios

Considérese tres medios en contacto como se muestra en la figura [20.1] con la tangente
a la linea de contacto entre los tres medios normal al plano del dibujo. En la figura también
se muestran las fuerzas sobre un elemento de la linea de contacto. Si esta linea estd en
equilibrio estatico, las fuerzas forman un tridngulo. Si las fuerzas no estan en equilibrio, la
fuerza resultante tratarda de mover la linea de contacto.

Si uno de los medios es un cuerpo sélido dos de esas fuerzas estan alineadas, como se
muestra en la figura[20.2] En equilibrio, las componentes horizontales de las fuerzas son

012 COSCx = 023 — 013

Si el medio 2 es un gas y ademds o3 — 015 < 0, entonces o > /2 y se dice que este liquido
no moja al sélido. Por ejemplo, para mercurio y vidrio en aire, ver la figura Pero si
093 — 013 > 0 entonces o < /2 y se dice que el liquido moja al sélido. Por ejemplo agua y
vidrio en aire, como en la figura Si |o23 — 013] > 012 no existe forma estable.

En la figura [20.2) en ausencia de otra fuerzas no hay equilibrio en la direccién vertical.
Pero se observa que en muchos casos si existe tal equilibrio. Esto implica que existe una
distribucién de presién estatica que se debe tomar en cuenta en el balance de fuerzas.

Tubos capilares

Cuando un tubo de vidrio se introduce en agua se observa que ésta sube. Este feno-
meno se llama capilaridad y ocurre también entre placas de vidrio con una separacién muy
pequena. Pero si se introduce el mismo tubo en mercurio, la superficie baja, debido también
al efecto de tensién superficial. El efecto de capilaridad se estudia considerando el equilibrio
en la columna de liquido elevada. En la figura H representa la altura de la columna
y « el angulo de contacto entre el liquido y el tubo. El peso de esta columna menos su
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013 3 032 013 3 032

021 021

(a) (b)

Figura 20.1: Tres fluidos en contacto, (a) fluidos con esfuerzos, (b) esfuerzos.

liquido o liquido o gas

solido

Figura 20.2: Dos fluidos en contacto con un sélido.

mercurio aire

vidrio

Figura 20.3: Gota de mercurio sobre vidrio.
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agua aire

vidrio

Figura 20.4: Gota de agua sobre vidrio.

V’ H
gas

e —

liquido

Figura 20.5: Efecto capilar en un tubo.

fuerza debida al gas desplazado, estd en equilibrio con la componente vertical de la tension
superficial.

(p1 — pg)gnR*H = 21 Ro cos «

donde p; y pg son las densidades del liquido y del gas respectivamente, R es el radio del
tubo y o el coeficiente de tensién superficial entre el tubo y el liquido. Si p; > py

_ 20 cos «
pLgR

Para o > /2 (por ejemplo el caso de mercurio en un tubo de vidrio) H es negativa.

Interfase

En la interfase entre dos medios fluidos en general existe una diferencia de presiones
entre los fluidos para balancear las fuerzas de tension superficial. Considérese un elemento
de superficie de la interfase en equilibrio como se muestra en la figura [20.6] La diferencia
de presiones causa una fuerza Ap dl; dls. Los ejes 1 y 2 se escogieron de tal manera que los
centros de curvatura O; y Oz en los planos de cada eje sean colineales con el centro O. A
estos ejes se les llama ejes principales.

Las componentes verticales de las fuerzas actuando sobre los lados AB y CD (figura
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Figura 20.6: Interfase con tension superficial.

son

d
dF5 = 20 dly sen %

=0 dlg qu
dly

g QRl

donde se ha considerado el dngulo day muy pequeno. De manera similar

dl
dF) = adl, R—;
La suma de dF} y dF; se balancean con la fuerza debida a la presiéon para que exista

equilibrio. De donde

R1 y Ry son los radios de curvatura en los planos de los ejes principales. Pero se puede
mostrar que para otro sistema de ejes ortogonales x,y en la interfase los nuevos radios de
curvatura R, y R, satisfacen la igualdad

por lo cual
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n(z) interfase

Figura 20.7: Interfase bidimensional.

Interfase bidimensional de pendiente pequena

Si la interfase en la figura [20.7] es bidimensional, uno de los radios de curvatura es
infinito, por lo que

Ap =

= ™A

Si a la interfase le asignamos una funcién
curvatura se puede escribir

(z) que la describa, entonces, el radio de

1
r 3/2
{1+ @)’}
Expandiendo esta ecuacién usando la serie de Taylor (A.1)

3y (3
5= {1 S -

Para pendientes n/(z) muy pequeiias

1
R = 77”(17)

Por ejemplo, se considera el caso de un liquido que presenta una superficie libre en un
recipiente grande como se muestra en la figura Dentro del liquido

o _

donde p es la densidad del liquido. Integrando
P =Ppo— P9y

donde pg es la presion en y = 0.
En la superficie y = n(z)

p(n) =po — pgn (20.1)

Si la presién en el gas es pg

po —p(n) = on” (20.2)
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odly odly
da1/2 dOtl/Q

Figura 20.8: Interfase con tensién superficial.

z liquido

Figura 20.9: Forma de superficie libre.

donde se ha usado la aproximacién de pendiente muy pequena.

Sustituyendo (20.1)) en (20.2)

P
ag

0

La solucién de esta es
n(x) = Ae** 4 Be™k®

donde k = (pg/o)'/?. Aplicando las condiciones de frontera:

se tiene

|
Ejemplo

A completarse.
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Preguntas
1.
2.
3.
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Capitulo 21

Aceleracion uniforme

Si se tiene un fluido de densidad constante con aceleracién, sin deformacién, o sea
como un cuerpo rigido, el problema se puede resolver desde un punto de vista estatico. Sin
deformacion, no hay fuerzas viscosas y las ecuaciones de Navier-Stokes se reducen a

DU 1
= _CVUp+f 21.1
D SVpt (21.1)

Si U(x, y, 2,t) describe el movimiento como un cuerpo rigido, entonces
DU
Dt
es la aceleracién del mismo; (21.1) toma la forma

= a($7y7 Zut)

Vp =p(f —a) (21.2)

Esta forma es muy similar a , y significa que los métodos de hidrostatica son aplicables
a este problema.

Por ejemplo, considérese un recipiente cilindrico vertical, girando a una velocidad w. El
recipiente tiene un liquido de densidad constante, el cual antes de girar tenia una profundidad
h. Se supone que ha transcurrido el tiempo suficiente para que todo el fluido gire como un
sélido. Ecuacién para este problema en coordenadas cilindricas, es

9 _ _
92 P9
9 _ pw?r
or
La funcién p(r, z) es la solucién de
_op 9p
dp = I dr + 3 dz

= pw’r dr — pg dz
Para la superficie libre la presion es constante y z = n(r), entonces

0 = pw?r dr — pg dn
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Figura 21.1: Efecto de rotacién en una superficie libre, (a) sin rotacién, (b) con rotacién.

o bien,
dn W
dr g
La solucién de esta ecuacién es
2
wAr
r)=——+c
n(r) =3 ;

La constante ¢ se evaliia considerando que el volumen girando es igual al volumen antes de
girar TR?h.

R
TR%h :/ 2rrn(r) dr
0

que da como resultado:

La superficie libre, es entonces

|
Ejemplo

A completarse.
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Preguntas
1.
2.
3.
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Parte VI

FLUJO POTENCIAL
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Capitulo 22

Conceptos

Definiciones

Para un fluido no viscoso e incompresible, las ecuaciones de continuidad y conservacién
de cantidad de movimiento son

V-U=0 (22.1)

ou 1
— 4+ (U-V)U=—--Vp+f{ (22.2)
ot p

La condicién de frontera de no resbalamiento no se puede cumplir debido a la falta de
viscosidad. Asi sélo se considera la condicién de que no existe flujo a través de las fronteras.
Por esto la frontera es una linea de corriente del flujo.

Si existe un flujo irrotacional el teorema de Kelvin garantiza que en este caso el flujo
seguirad siendo irrotacional. Bajo estas condiciones el vector w de vorticidad serd cero en
todo el espacio en todo tiempo:

w=VxU=0
Usando la identidad
VxVep=0
implica que
U=V¢ (22.3)

donde ¢ es un escalar llamado potencial de velocidad. Sustituyendo en (22.1)), se tiene la
ecuacion de Laplace:

Vi =0 (22.4)
La ecuacién (22.2)) tiene la integral
0
a(f +=+ qu Vop—-G=0 (22.5)

que es la ecuacién de Bernoulli para todo el espacio.
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Flujo bidimensional

Para flujo bidimensional (22.3)) es

o¢ o¢
=—; = — 22.
u=55 v 9y (22.6a)
00 1.9¢
ur =S5 Ue = oo (22.6b)
en coordenadas cartesianas y polares, respectivamente.
La ecuacién (22.4)) toma la forma
¢ 0%¢
e T 22.
922 + 397 0 (22.7a)
1 9 0¢ 0%¢
o < 8) + = 2 52 =0 (22.7b)
La ecuacién (22.1)) es
Ou  Ov
S 22.
B + 3y 0 (22.8a)
8 8ue
Se observa que si se define un escalar v, tal que
oy oy
_ 9y, - _¥ 22.
oy’ U7 oz (22.92)
1oy _ oy
Uy = ; %, Uug — or (229b)

la ecuacién se satisface integramente. A la funcién ¥(x,y), o ¥(r,0), se le llama la
funcion de corriente. Satisface continuidad para el flujo bidimensional, incluyendo el flujo
rotacional.

Se puede verificar las siguientes propiedades de ¢ y v :

(a) En general

oy oY
— 1
= 5y dot g d (22.10)
=—vdr+udy (22.11)

En las lineas de 1) = constante, dy =0y

que es la ecuacion de una linea de corriente. O sea que para una linea de corriente, ¢ =
constante.

(b) La linea AB en la figura es una linea arbitraria entre dos lineas de corriente.
Considerando un elemento diferencial de esta linea de componentes dx y dy, el gasto por el
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B =1y
— salida
dy
Iz =1

|

entrada

Figura 22.1: Flujo entre dos lineas de corriente.

lado dz es v dz en sentido ascendente, y por el lado dy es u dy hacia la derecha, todo por
espesor unitario. El gasto total a través de la linea AB es

B B
Qz/ udy—/ v dx
A A

B

= d
Q /A ”
=19 — 1

O sea, el gasto por espesor unitario entre dos lineas de corriente es igual a la diferencia de
los valores .

De ([22.11)

(¢) También

_0¢ 4, 09
Ao = 5 dut 5 dy

=udr+wvdy

y para una linea ¢ = constante, dp =0, y

dy\ __u
ox ¢7 v
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Pero de (22.11)) las lineas de i = constante tienen la pendiente:

9y __v

ox w_ u
9y 9\ _
oz ), \ Oz w_

lo que indica que las lineas ¢ = constante (equipotenciales) son ortogonales a las lineas de
1) = constante (lineas de corriente).

(@) De @Z5) v @)
96 _oyp 09 O

=7, ¥ _ _ 22.12
ox Oy’ 0Oy Ox ( 2)
op 10y 1 0¢ oy
L. X __Z7 22.12b
or r 90’ r 06 or ( )
Estas relaciones entre ¢ y v son las condiciones de Cauchy-Riemann.
(e) La condicién de irrotacionalidad para flujos bidimensionales es
o0 ou_
or Oy
Sustituyendo las ecuaciones (22.9) se tiene
0% 0%
— + == =0 22.13
0x2 + Oy? ( )

Esto indica que la funcién de corriente también es una funcién arménica (como ¢).

|
Ejemplo

A completarse.

Preguntas

1. Encontrar el potencial de la velocidad de un flujo generado por una linea de sumide-
ros de intensidad uniforme. Determinar la distribucién de presiones y los puntos de
estancamiento (componentes de velocidad cero).

2. Demuestre que las lineas de corriente y las de trayectoria coinciden para el flujo
T
14+t

U; =

3. Demostrar que el potencial de velocidad ¢ y la funcién de corriente de los siguientes
flujos satisfacen la ecuacién de Laplace: (a) flujo rectilineo bidimensional, (b) flujo
fuente, (c) doblete.



Capitulo 23

Flujos sencillos

Es posible proponer potenciales de velocidad o funciones de corriente que satisfagan la
ecuacién de Laplace. Algunos de los flujos mas ttiles se discutiran a continuacién.

Flujo uniforme
Si
1 = Up(—xsena + ycosa) (23.1)

las lineas de 1 constante son lineas rectas paralelas e inclinadas un angulo « con respecto
al eje x. Si se sustituye 1 en la ecuacion en (22.13)) se observa que la satisface. El campo de
velocidad se obtiene de (22.9)) y es

u = Uy cos a

v = Up sen «

Este es un flujo uniforme de magnitud Uy. De las ecuaciones ([22.12))

dp
e Up cos
op
67y =Upsena

Integrando la primera ecuaciéon

b = Upz cosa + f(y)

donde f(y) es una funcién arbitraria de y. Diferenciando con respecto a y e igualando con
la segunda ecuacién

f'(y) = Upsena
De donde
f(y) = Upysena + C
donde C' es una constante arbitraria; por lo que
¢ =Upzcosa+ Upysena + C (23.2)

Por conveniencia se tom6 C = 0.
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¢ constante
1) constante

Figura 23.1: Flujo uniforme.

Fuente y sumidero
Considérese la funcién armoénicas:
P =C0

donde C' es una constante. Las lineas de corriente son rectas radiales como se muestra en la

figura 23.2

El campo de velocidad se obtiene de las ecuaciones (22.9))

C
Up = —
r
UGZO

Este es un flujo radialmente saliente para C' > 0. A este flujo se le llama una fuente. Si C' < 0
el flujo es radialmente entrante y a este flujo se le llama sumidero. Se observa que en ambos
casos en el origen la velocidad wu, es infinita. Este punto se llama punto de singularidad.
Estas singularidades no pueden ocurrir en flujos reales por que la velocidad tiene que ser
finita.

De las ecuaciones ([22.12])

9 _C
or r
29
%—0

por lo que

¢=Clnr
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Figura 23.2: Fuente potencial.

Voértice libre

Si se considera la funcién arménica
Y=Klnr

donde K es una constante. Las lineas de corriente son circulos concéntricos mostrados en la

figura

De las ecuaciones (22.9))

ur =0
K

ug = ——
r

Este flujo representa un vortice, donde K > 0 indica flujo en el sentido del reloj. Se

observa que en este caso también el origen es un punto de singularidad. De las ecuaciones
(122.12])

d9

5—0

d9

50 = K
de donde

¢=—-K0

Flujo en una esquina

Considérese la funcién armoénica

1 = Upr™ sennf
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Figura 23.3: Vortice potencial.

7

—

Figura 23.4: Flujo potencial en una esquina de 45°.

donde Uy y n son constantes. La linea de corriente ¢ = 0 es la linea formada por 8 = 0y
6 = m/n. En flujos potenciales cualquier linea de corriente puede representar una frontera,
este flujo mostrado representa el flujo en la esquina formada por la linea ¢ = 0.

¥ = Ugr™ sennf

¢ = Uyr™ cosnb

De las ecuaciones ([22.9)

uy = Upr™ tncosné

ug = —Upr™ nsennd
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De las ecuaciones (22.12])

99 _ Uor™ 'n cos né
or
0
6—? = Upgr™ 'nsennd

por lo que
¢ = Upr™ cosnb

En la figura se muestra el flujo interno a una esquina, aunque tanto ¢ como ) son
validas también en la regién externa, que es el flujo exterior a la esquina.

|
Ejemplo

A completarse.

Preguntas

1. Encontrar el potencial de la velocidad de un flujo generado por una linea de sumide-
ros de intensidad uniforme. Determinar la distribuciéon de presiones y los puntos de
estancamiento (componentes de velocidad cero).

2. Demuestre que las lineas de corriente y las de trayectoria coinciden para el flujo

z;
1+t

U; =

3. Demostrar que el potencial de velocidad ¢ y la funcién de corriente de los siguientes
flujos satisfacen la ecuacién de Laplace: (a) flujo rectilineo bidimensional, (b) flujo
fuente, (c) doblete.

4. El potencial de velocidad para un flujo tridimensional con simetria axial es
c
¢ =— cost
r

en donde c¢ es una constante. Obtener la correspondiente funcién de corriente.



Capitulo 24

Flujos compuestos: doblete

¥y ¢ satisfacen la ecuacién de Laplace. Esta ecuacién es lineal, por lo que la com-
binacién lineal de varias soluciones de ¢ o de ¢ es también una solucién. A continuacién
se trataran de algunos flujos tutiles que se obtienen por la combinacién de los flujos ya
discutidos.

Considérese un sumidero en el punto (x,y) = (a,0) y una fuente de igual magnitud en
(—a,0). El valor de ¢ en el punto P es la suma de ¢ debido al sumidero y ¢ debido a la
fuente. Usando la constante C' para la fuente y —C' para el sumidero

¢=C(nre —Inmr)
Pero
r? =12 4+ a® — 2racosf (24.1a)
r3 =712 +a* + 2racosf (24.1b)

entonces

[ln (r2 + a® 4 2racos 9) —1In (1"2 +a* — 2racos 9)]

[ln {(r2 +a?)(1 + 2mcos0)} —1In {(r2 +a?)(1 - MCOSQ)H

7“2—|—a2 7“2—|—a2

14 2ra cos 8 (1 2ra cos 6
TR (o 2R
r? + a? r? + a?

Usando la serie de Taylor ((A.1)

5

QA

2?2 23 2t

para |z| < 1. Cuando a — 0

2ar cos 0 2arcos 1 [2arcos®\> 1 [2arcosf)®
In(1+ = —— | ) += | ——] -

r2 + a2 r2 4 g2 2 r2 4 g2 3 r2 4 g2

(1 2ar cos 6 2arcos 1 (2arcosf\> 1 [2arcosf)®

n _—— = - — — —_— —_ = —_— —
r2 + g2 r2 + q? 2 r2 + q? 3 72 4+ q?
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T2

(70'7 0) O ((l, O)
fuente sumidero

Figura 24.1: Posiciéon de fuente y sumidero planos.

Entonces

¢=C

2ar cos 6 L 1 [ 2arcosf 3+
r24+a2 3 \ r2+a2 o

Si se fija el valor de C' cuando a — 0, entonces ¢ = 0 en el limite. En este caso la fuente
y el sumidero se anulan y no existe flujo, pero si se varia C' de tal forma que

aC=—-p

| =

cuando a — 0, donde p es una constante, entonces en el limite

0
¢ =E<® (24.2)
r
El campo de velocidad es
_ jcost
r— ’I”2
1 sen 6
ug = — -2
el cual tiene singularidad en r = 0.
De las ecuaciones ([22.12))
oy  pcosd
00 r
Oy  pusend

or 72
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Figura 24.2: Lineas de corriente para un doblete.

Yy
0
T e (24.3)
r
En coordenadas cartesianas donde
rsenf =y
rcosd =z
2 = 22 4 2
Ecuacién (24.3) tiene la forma
_ My
1/} - $2 + y2

La linea de corriente ¢ = 1)1 (constante) es

2 2 I
r+y"+-—y=0
Y 7/)1y

Esta linea es una circunferencia con centro en el eje y. Algunas lineas de corriente se muestran

en la figura 24.2]
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Flujo alrededor de un cilindro
sin circulaciéon

Considérese un flujo uniforme (o = 0) y un doblete en el origen. Este flujo compuesto
tiene

6= Uy + 1 cos 6

sen 0
Y =Upy — K

que se obtienen de (23.1)), (23.2)), (24.2) y (24.3).
La linea de corriente para @ = 0 esta dada por

y en forma polar

La solucién de esta ecuacién son las lineas 6 =0y 6 = 7 y el circulo de radio +/u/Uy
con centro en el origen. Llamaremos a = \/p/Uy, y 9 tiene la forma

2
W = Uprsend (1 - ‘g)
.

2
¢ = Uyr cosf (1—1— a2>
r

Cualquier linea de corriente puede considerarse como una frontera debido a que no
existe flujo normal a linea y ésta es la condicién de frontera no viscosa. En este caso si se
toma la circunferencia de radio a como la frontera, el flujo fuera de este circulo representa
el flujo alrededor de un cilindro normal a éste. Se observa que ahora la singularidad esta
dentro del cilindro, y por esto fuera de la regién de flujo.
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1P = constante

= T=.
\_/

Figura 25.1: Flujo potencial alrededor de un cilindro.

De (22.6]) el campo de velocidad es
2
u, = Uy cos 0 (1 - a2>
,

a2
ug = —Ugsen @ (1 + 7"2)

Para r muy grande

u,. = Uy cos 0

ug = —Ugsen 6
que en coordenadas cartesianas son
u = Uo
v=20

Esto indica que el flujo muy alejado del cilindro (corriente libre) es un flujo uniforme en la
direccién x de velocidad Uyp.
En la superficie del cilindro, r = a, las velocidades son

U, =0
ug = —2Uprsen 6
En los puntos § = 0 y § = 7 del cilindro las velocidades son
ur =0
Up = 0
A estos puntos se les llama punto de estancamiento.

De la ecuacién (22.5) para flujo permanente y sin fuerzas de cuerpo, se tiene el campo
de presiéon. Si pg es la presién en un punto muy alejado del cilindro
o

1, a® 9
pzpo—ngo 2T—2(2sen 0—1)+T—4
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Figura 25.2: Fuerza de presién sobre el cilindro.

En la superficie del cilindro, r = a, se tiene

p =po — %pUg [4sen® 0 — 1]

r=a

Esta presién actuando sobre la superficie del cilindro, tiene una fuerza resultante. La com-
ponente de esta fuerza en la direccion de la corriente libre se llama fuerza de arrastre y la
componente normal a ésta se llama fuerza de sustentacién.

Considérese un elemento de area del cilindro de radio a y longitud L mostrado en la
figura (25.2)). El 4rea de este elemento es

dA =la db

y la fuerza sobre este elemento es
1
dF = {po — ipUg (4sen20 — 1)} la df
que tiene direccién radial. Las componentes en x,y son

dF,

- {Po - %pUg (4sen® 0 — 1)} la cosf df

1
dF, = — {po — ipUg (4sen29 — 1)} la sen@ do

La fuerza total sera la integral sobre toda la superficie. La fuerza en la direccion x sera
la de arrastre F's y es

27 1
Fy= —la/ [po — §pU§ (4 sen? 6 — 1)] cos @ db
0

2m 2m 2m 1 2m
= —la/ [po/ cosf df — 2pU§/ sen’ § cos 6 df + §U§/ cos dG] cos df
0 0 0 0

=0
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La fuerza en la direccién y serd la de sustentacion (Fg) y es

2 2 2m 1 2
Fg = —la/ [po/ sen 6 df — 2pU§/ sen® 6 df + §pU02/ sen 6 dH} cosf do
0 0 0 0
=0

En un flujo potencial no existen fuerzas sobre un cilindro. Esto es contradictorio con
la experiencia, donde se observa que existe una fuerza de arrastre en un cilindro inmerso en
un flujo uniforme. Esta contradiccién es la paradoja de D’Alembert. La discrepancia entre
esta teoria y la practica se debe a efectos viscosos que no se han considerado.

En el caso del cilindro el flujo potencial es simétrico con respecto a ambos ejes. Pero
para otros cuerpos donde el flujo es asimétrico con respecto a cualquiera de los ejes, existira
una fuerza resultante.



Capitulo 26

Flujo alrededor de un cilindro
con circulacién

Considérese un flujo compuesto por un flujo uniforme, un doblete y un vértice libre.
El potencial de velocidad y la funcién de corriente son

pcosf

¢ =Upz + - K0

psen 6

Y =Uyy — + Klnr

En coordenadas polares

P = (Uor— %) senf + Klnr

Para r = \/u/Uy = a, se tiene

1) = K In a = constante

r = a es entonces una linea de corriente.
El potencial de velocidad y la funcién de corriente toman la forma

2
¢ = Upr <1 + a2) cosf — K0 (26.2a)
r
2
Y = Upr 1-Z senf + KlInr 26.2b
2
,

Tomando la linea de corriente con ¥ = K Ina como una frontera, se tiene un flujo

alrededor de un cilindro. De (22.6)) o (22.9) se tiene el campo de velocidad

a2

u, = Uy cosf <1 - r2> (26.3a)
a? K

ug = —Upsenf <1 + 2) - — (26.3b)
T a
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Para r muy grande, el flujo uniforme Uy. En la superficie del cilindro, r = a, las velocidades
son

ur =0
K
ug = —2Upsen — —
a

Para estas velocidades en la superficie, la circulacion sobre la superficie del cilindro es

27 K
= —a/ <2Uosen9+> df
0 a

=21K

El signo menos indica que la circulacién es en el sentido de las manecillas del reloj. Sustitu-
yendo este resultado en (26.2)) se tiene

2
r
¢U0r<1+“2>coso+9
r 2

2
¥ = Upr (1 042> sen — £ Inr
r 27

Los puntos de estancamiento (donde la velocidad es cero) del flujo, en la superficie del
cilindro satisfacen

T
—2Upsenf, + — =0
2ma

de donde
T
47TUO(1

Considérense los siguientes casos. Cuando I' = 0, se reduce al flujo alrededor de un
cilindro sin circulacién como en la figura 25.1] Para 0 < T’ < 4nUpa, existen dos valores de
0. para el punto de estancamiento como se muestra en la figura Si I' = 4nUya, los
dos puntos de estancamiento se juntan, y para I' > 47Uya no existe soluciéon de y el
punto de estancamiento no esta en la superficie del cilindro.

De la ecuacién para flujo permanente y sin fuerzas de cuerpo se tiene el campo
de presién.

(26.6)

0, = arcsen

1 2 Cl2 2 a4 F2 T a2
pP=po— §PU0 [27“2 (2sen 0 — 1) + oy + prCT — g senf 1+ ~

donde pg y Up son la presién y la velocidad en un punto alejado del cilindro. En la superficie
del cilindro r = a, se tiene

I? 2r
4m2a?Ug  maly

p

1
:po—ion2 {4sen29—1+ sen@}
La fuerza de arrastre es
2 2r
4720202 maly

2
1
Fy= —al/ {po — §pU§ <4sem2 0—1+
0

=0

sen Hﬂ cos @ db
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Figura 26.1: Flujo alrededor de cilindro rotando con 0 < I' < 4wUja.

Figura 26.2: Flujo alrededor de cilindro rotando con 0 < I" < 4wUja.
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y la fuerza de sustentacién es

I? 2r
412a2U¢  maly

2m
1
Fg = —al/ {po — §pU02 (486112 0—1+
0

F 27
=_° Uol / sen? df
0

s

sen 9)} sen f df

= —pUpT'l (26.7)

En las figuras (22.5)) y la direccién de la circulacién es tal que I' es negativa. La
fuerza de sustentacién es positiva, o sea ascendente. El hecho de que la circulacion alrededor
de en flujo potencial produzca una sustentacién es importante para el estudio de alas. A
la ecuacion se le llama ley de Kutta-Joukowski. La seccién de las alas de los aviones
son de tal forma que produzcan una circulaciéon alrededor de esta seccién la cual da una
fuerza que sostiene el avion. En el caso del cilindro con circulacién se produce ésta debido
a la rotacion del cilindro. Por efectos viscosos la superficie del cilindro tiende a arrastrar
el fluido produciendo la circulacién. En el caso de alas, los efectos de los flujos reales y la
geometria de la misma producen la circulaciéon necesaria sin movimiento giratorio del ala.

Es necesario aclarar que aunque el flujo tiene una circulacién alrededor de una curva
que incluya al cilindro, el flujo es potencial. El rotacional del vector velocidad es

w=VxU

1170 0
= [(‘37" (rug) — % (m)} e,
Sustituyendo (26.3)), se tiene

1 a? a?
w = —UosenH—I—UosenQﬁ—i—Uosen@ 1——]|e,

r 72
=0

fuera del origen. lo cual verifica que el flujo es potencial.

Ejemplo
A completarse.
Preguntas
1.
2.



Capitulo 27

Flujos axisimétricos

En esta seccion se estudiaran flujos potenciales en tres dimensiones con simetria con
respecto a un eje. Para flujo irrotacional

w=VxU=0
De donde se puede definir
U=V¢ (27.1)

donde ¢ es el potencial de velocidad. Sustituyendo en la ecuacién para flujos incompresibles
(22.2)), se tiene la ecuacién de Laplace

2
Vg =0
la cual en coordenadas esféricas es

VQ(Z): lg ( 28¢> _i_# 9 <sen916¢> _i_# @

r2 Or " or r2senf; 00, r2senf, 00,

Si no existe variacién de ¢ con respecto a 65 el flujo es axisimétrico y la ecuacién se reduce

9 [ ,0% 1 0 do\
E (T ﬁ + sen 91 6701 sen 918791 = 0 (272)
En estas coordenadas, ([27.1) tiene las componentes
10

Entonces la ecuacién de continuidad (27.1) para estas coordenadas es

1

1
2 o (

2
D)+ ————— (sen =0
) ¥ enty og; 50 v
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Si se define
1 s
Ur = Zsen 0, 06, (27.4)
1 O
= — 27.4b
o rsenf; Or (27.4D)

la ecuacién (27.2)) se satisface. A )5 se le llama la funcién de corriente de Stokes.
Si se sustituye (27.4]) en la condicién de irrotacionalidad

w=VxU
€, €9, €9,
_ 1 ) 3
) or 96, 06y
r2sen 0 w T‘U/Qll 02
=0
se reduce a
0% 0 1 oy
2 S s
01 — | —— =0 27.5
" 67"2 +sen 691 (Sen 91 601 ( )

La funcién de corriente de Stokes satisface esta ecuacién (que no es la ecuacién de Laplace).
La linea v, constante es una linea de corriente que se demuestra de la siguiente manera.
Para una linea de corriente

Si x es el eje de simetria, entonces

x =rcosby; u=u,cosf; —ug, senb
y=rsenfi; v =u,senf; + up, cosb
La ecuacion de la linea de corriente es

—rsenfy dfy +cosfy dr  rcosby dbfy + cos Oy dr

Uy cos 01 — ug, sen 0q T wupsenf; + g, cos b
que se reduce a
ru, df; = ug, dr (27.7)
La derivada total de 95 es

_ 0y s
Wu =5 " g,

db,

Sustituyendo (27.2)) en la ecuacién anterior para s constante, se tiene
0= —u,rsenf dr + r%senbiu, db;

que se reduce a (27.2)), lo que indica que la linea de 1, constante es una linea de corriente.
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Flujos sencillos

A continuacion se trata con algunas funciones ¢ y ¥, que satisfacen (27.2)) y (27.5))
Flujo uniforme
Sea la funcién armoénica
¢ = Ugr cosf
El campo de velocidad, de las ecuaciones (27.3)), es

u, = Uy cos 64

ug, = —Upsen b,
De ([27.4)) se obtiene
Ugr?
P = 07 sen? 01
Fuente y sumidero
Dada la funcién arménica
m
o=-"
r
donde m es constante, el campo de velocidad es
_m
Uy = ﬁ
Uug, = 0
y la funcién de corriente de Stokes es
s = —m cos by

m positiva representa una fuente y m negativa representa un sumidero.

Flujos compuestos

Las ecuaciones (27.2) y (27.5) son lineales, por lo que la combinacién lineal de las
soluciones de ¢ y 15 es también una solucién.
Doblete

Considérese una fuente en el punto (a,7) y un sumidero de igual magnitud en (a,0).
El potencial de velocidad del flujo resultante es
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T2

(a, ) 0 (a,0)

fuente sumidero

Figura 27.1: Posicién de fuente y sumidero axisimétricos.

Para a < r, se pueden usar las reglas del tridngulo (24.1]) y la serie binomial (A.2)
para obtener

[ a2 — 2racosf\ 1>
rir=r|l+ S T—
I r

-1+1 a? — 2racosf 1 /a? — 2racosf 2+
— - ) o "
2 r2 8 72

Yy
e[ ()
r
[ 1 /a2 + 2racosd 1 (a2 +2racosf\>
SR e e R R
2 72 8 r2

de donde

ry —re9 & —2acosf
tal que

¢:m2a00591
T17T2

Cuando a — 0, pero que el valor ma sea constante (p/2)

_ pcosth

¢

r2
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El campo de velocidad es

" 24 cos 01
T ’["3

w — (e sen 6
0=

que representa el flujo debido a un doblete en el origen. La funcién de corriente de Stokes es

psen? 6

ws:

r

Flujo alrededor de una esfera

Considérese un flujo compuesto de un flujo uniforme y un doblete en el origen. En este

flujo
U, 2
P = ( o _ ,u> sen? 6,
2 r

La linea de corriente 13 = 0 corresponde a

2
<UOT — ,u> sen’60; =0

2 r

cuya solucién es 81 = 0,6, =7 o

Si se considera esta linea de corriente como una frontera el flujo representa el flujo
alrededor de una esfera. Llamando

se tiene

y el campo de velocidad es

u,. = Uy cos O (1 — a—;)
r

a3
ug, = —Upsen 6, (1 + 27“3>

y el potencial de velocidad es

a3
¢ = UOT'COSHl (1 + 2713>

|
Ejemplo

A completarse.
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Preguntas

1. Encontrar el potencial de la velocidad de un flujo generado por una linea de sumide-
ros de intensidad uniforme. Determinar la distribucién de presiones y los puntos de
estancamiento (componentes de velocidad cero).

2. Demuestre que las lineas de corriente y las de trayectoria coinciden para el flujo

T
1+1¢

U; =

3. Demostrar que el potencial de velocidad ¢ y la funcién de corriente de los siguientes
flujos satisfacen la ecuacién de Laplace: (a) flujo rectilineo bidimensional, (b) flujo
fuente, (c) doblete.

4. El potencial de velocidad para un flujo tridimensional con simetria axial es
c
¢ = — costh
r

en donde c es una constante. Obtener la correspondiente funcién de corriente.



Parte VII

FLUJO VISCOSO
INCOMPRESIBLE
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Capitulo 28

Soluciones exactas

En este capitulo se discutird el flujo de fluidos incompresibles con viscosidad newto-
niana. Las ecuaciones para este caso son:

V-U=0 (28.1)

ou

P ot

Estas cuatro ecuaciones escalares para las cuatro variables escalares u, v, w y p son casos

especiales de la ecuacién de continuidad y las ecuaciones de conservaciéon de cantidad

de movimiento (7) para fluidos incompresibles. Estas ecuaciones méas las condiciones de
frontera para cualquier problema constituyen un sistema cerrado.

Debido a la no linealidad de U en de la ecuaciéon este sistema de ecuaciones en
general no tiene una soluciéon analitica. En algunos casos particulares es posible obtener la
solucién analitica. En otros casos se necesitan hacer simplificaciones o algunas aproximacio-
nes para obtener soluciones analiticas, por ejemplo, en un flujo con bajo numero de Reynolds
donde es posible despreciar el término no lineal. Para niimeros de Reynolds més altos, una
aproximaciéon es dividir el flujo en dos regiones, una capa viscosa cerca de la frontera del
flujo y el resto, de flujo no viscoso.

+p(U-V)U = —Vp+ puV3U + pf (28.2)

Flujo de Couette

Para algunos problemas especificos, el término no lineal es idénticamente cero y las
ecuaciones tienen soluciones analiticas o exactas. A continuacion se describen algunos de
estos problemas. Considérense dos placas planas paralelas infinitas separadas una distancia
h entre las cuales existe un fluido. Una de las placas se mueve con una velocidad Uy con
respecto a la otra y en una direcciéon paralela a la misma.

Las ecuaciones en coordenadas cartesianas estan en el Apéndice[B] Escogiendo los ejes
mostrados en la figura [28.1] se pueden hacer las siguientes consideraciones: el flujo serd solo
en la direccién del eje x (v = w = 0), la presion es constante, flujo permanente (9/9t = 0),
sin fuerzas de cuerpo (f; = f, = f. = 0), la velocidad U no depende de la coordenada z.

De la ecuacién de continuidad resulta que

ou
a—I—O
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i X

Figura 28.1: Flujo entre placas paralelas.

De esta manera las ecuaciones de Navier-Stokes (B.2) se reducen a
d’u
22
dy?
donde la derivada total sustituye la derivada parcial, porque u es solo funcién de y. Inte-
grando dos veces

du
— 28.
i Ch (28.3)
u=Cry+ Cy (284)

Las constantes C7 y C5 se determinan de las condiciones de frontera. Para este problema
son:

(@) u=Upeny=nh
(b) u=0eny=0

por la condicién de no resbalamiento.
Sustituyendo estas condiciones en la solucién ([28.4))

Co =0
de donde

U
Cr=2°
Co=0

El campo de velocidades es entonces

u = Uo%
v=20
w=0

El tensor de esfuerzos segiun (|13.10)) es

—p e 0
T= |5 —p 0
0 0 -p

Se observa que T es independiente de la posicién.
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Flujo de Poiseuille

Considérese un tubo infinito de seccidon circular de radio rg a través del cual se mueve
un fluido. El movimiento del fluido se debe a la accion de la variacién de la presién a lo largo
del eje longitudinal z. Para este caso es conveniente considerar las ecuaciones en coordenadas
cilindricas. El fluido se mueve en el sentido longitudinal (ug = u, = 0), y u, por simetria
no depende de 6. El flujo es permanente y sin fuerzas de cuerpo.

La ecuacién de continuidad se reduce a

ou,
oz 0
y las ecuaciones de Navier-Stokes (B.4]) a
dp
"=
dp
U= 90
dp 1 0 Oou,
0=-5.Tr; m(r ar>

La presién varia s6lo con la coordenada z y la velocidad w, con r. La ecuaciéon anterior
se puede escribir con derivadas ordinarias.

. Op 1 9 Ou,
Oraﬁ“rm(’”ar)

r° dp du,
2 dz Hr dr

Integrando con respecto a r

de donde

y la segunda integral es

Para r = 0, u, es infinita, excepto si se escoge C; = 0. En las paredes r = rg, por la
condiciéon de no resbalamiento u, = 0, por lo que

otk
dp dz
El campo de velocidad es
1 dp , , 2
Uz 4//5 dZ (ro )
ur =0
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_— |

Figura 28.2: Flujo en un tubo.

u, > 0 con la disminucién de presién a lo largo de z. para
La velocidad méxima (u, )maz ocurre en el centro del tubo.

L dp ,
B
dp dz

Se define la velocidad media u, como aquella velocidad uniforme sobre la seccién transversal
del tubo que produce el mismo gasto Q.

(uz ) max —

Q= ﬂrgﬂz
ro
:/ 27r u, dr
0

1 dp [™
U, = p/ (r2r —r3) dr
0

_2r(2)u dz

de donde

_To dp
8u dz
1

== 5 (uz)maz

La caida de presién Ap a lo largo del tubo por una longitud L es

- SuLu,
— 2

Ap

En términos del didmetro del tubo D

32ul,
Ap = ’;)2 (28.6)

Si se expresa Ap en términos de un factor de rozamiento f

L pu?
Ap=f = —2
r=r5
entonces, comparando con ([28.6])
64
= he
donde el nimero de Reynolds es
Du,
Re = pry

W
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|
Ejemplo

A completarse.

Preguntas
1,
2.
3.



Capitulo 29

Flujo entre cilindros giratorios

Considérense dos cilindros concéntricos infinitos de radios r; y ro (donde r9 > 71),
girando a velocidades angulares wy y wy respectivamente.

Usando coordenadas cilindricas la tnica componente de la velocidad es la velocidad
tangencial ug (u, = u, = 0) y es independiente del eje z. El flujo es permanente, sin fuerzas

de cuerpo y por simetria la presién no varia con 6.
La ecuacién de continuidad (B.3) se reduce a

6u9
270 _
06
y las ecuaciones de Navier- Stokes (B.4) a
ug __Op
r Or
0=pdl 2 (0u) u
M ar r2
dp
0=-2
0z

La presién p y la velocidad ug son sélo funciéon de r, y las derivadas se pueden escribir

CUQI/_

AR

Figura 29.1: Flujo entre cilindros giratorios.
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como derivadas ordinarias

dp _ uj

dr_pr
A4 (,due) _ o
dr dr ) r

Esta ecuacion se puede escribir también en la forma
d?u d /u
dr?2  dr \r
Integrando

d
ﬁ—i-%:CH
dr T

o bien
r dug + ug dr = Cir dr

cuya integral es
C
TUp = 7217,2 +CQ

de donde
4 Cy

U9:77’+7

Las condiciones de frontera son:
(a) up =wyry cuando r =1

(b) up = wary cuando r = roy

121

(29.1)

(29.2)

(29.3)

por la condicién de no resbalamiento. Utilizando estas condiciones en ([29.3)) se obtiene

1 Cy
wiry = —n 4+ —
T1
1 Cy
WaoTlg = 792 + —
2 T2
de donde
wlrf — (.L)QT%
Ci=2 5 5
r{ — 15
w1 — w2
CQ = 7“2 2 ( )
172 2 2
rH— T3
y el campo de velocidades es
w2 — 2 2 _
171 WaT35 B riry w1 w2
e r2 —r2 r r? —r2
1 2 1 2
Uy =
u, =0

(29.4)

(29.5)
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La variacién de presién se obtiene de la integracién de (29.1])
2
p=p / % dr+C

Sustituyendo (29.6)) en la integral anterior e integrando resulta la ecuacién

2

r rir
p(r) = (L)Q [(w%r% — wlr%)— —2(wq — wl)(wgrg - wfrf) Inr — (wg — wl)zﬂ +C

2 _ .2 2
Ty — T 2 4r

La constante de integracién C' se calcula si se conoce el valor de la presién en un punto.
El esfuerzo cortante sobre el cilindro interior es

dUQ
L= K
dr r—r
L«.Jl?"% — WQT% w1 — W2
=M SR N S B
rHL—rs rH—ra

El par por unidad de longitud sobre el cilindro interior es

M1:27T7"17'1 mal!

wlrf — CL)QT% w1 — W2
= 2mury 2 > +ro— 5

173 T =T

|
Ejemplo

A completarse.

Preguntas

1.
2.



Capitulo 30

Primer problema de Stokes

Considere una placa infinita en un fluido inicialmente en reposo. En el instante t = 0 la
placa comienza a moverse sobre su mismo plano con una velocidad constante Uy. La figura
[A4 muestra el perfil de velocidades a diferentes instantes del tiempo.

El flujo serd solo en la direccién de z (v = w = 0), la presién es constante, sin fuerzas
de cuerpo (fy = fy = f. = 0) y la velocidad u solo depende del tiempo ¢ y de la coordenada
y. Las ecuaciones de movimiento se reducen a

ou 0%u
Un método de solucién de este tipo de ecuaciones es por similaridad. En este método
se escoge una variable de similaridad 7(y, t) de tal manera que la ecuacién diferencial parcial

de u(y,t) se convierte en una ecuacién diferencial ordinaria de u(n).
Para especificar el método se escogera n de una forma general

th

(30.1)

n=y"

donde « y 8 son constantes. La solucién de la ecuacién es u = u(n). Entonces las derivadas
son

ou @ paB—

5 =/ (n)y* Bt

d*u 2,28, 2a—2, 11 B,o—2,/
gz ety () + ala = )t7y*"u'(n)

Sustituyendo en (30.1) y simplificando se tiene

%y?ﬁ“/(n) = oty (n) + a(a — 1)/ (n) (30.2)

donde se escribié v = u/p.
a'y B se escogen de tal forma que la ecuacién quede solo en funcion de la variable
independiente 7. Existen varias posibilidades para esto, pero los valores

a=1

1
P="3
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Ug

X

Figura 30.1: Primer problema de Stokes; t3 > t3 > t;

124

proporcionan la forma mas sencilla a la ecuacién diferencial ordinaria que resulta de (30.2]).

Esta es
u’(n) + L nu'(n) =0
2v

donde n = y/+/t. Esta ecuacién se puede escribir

1

o
gy )}y =~

Integrando se tiene
Inu'(n) = —i172 +InC
4v !
o bien

1
u'(n) = Cyexp (—41/772>

cuya integral es

Entonces la solucién de (30.1) es

y/Vt 1
u(y,t) = Cl/ exp <£2> dé + Cs
0 4U

Las condiciones de frontera son

(a) u(0,t) = Uy para t >0

(30.3)
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(b) u(y,0) =0 paray >0
Sustituyendo la condicién (a) en (30.3)) se obtiene
Cy =0y

La condicién inicial (b) da
00 52
0201/ exp (—) d¢ + Uy
0 4v

1
_Tﬁ
C =

Haciendo cambio de variable

¢

W
2V [T e <" d¢

La integral

de donde

El campo de velocidad es

Jlﬁ /0 M (—i) df} (30.4)

Escribiendo en términos de ¢ ya definida se tiene

) y/2Vvt e
U(Zlvt)ZUo{l—ﬁ/O e dg’}

v =

u(y,t) = Uy {1 -

w =20

La integral

% /ﬂf e ¢ d¢ = erf(z)
0

es una funcién de x llamada funcién de error normalizada. Esta funcién se puede encontrar
tabulada en los manuales de matematicas. De esta manera la ecuacion se puede escribir

u(y, t) = Uy {1 . (25%) } (30.5)
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y/2v/vt

U/Uo

Figura 30.2: Colapso de perfiles.

En la figura [A-4] se muestran perfiles de velocidad para diferentes tiempos, que corres-
ponden a la ecuacién . Se observa que la velocidad u varfa de su valor maximo Uy en
la placa hasta el valor cero alejado de la placa de una manera asintética. En la medida que
transcurre el tiempo el efecto del movimiento de la placa se nota en una regiéon mayor. La
ecuaciéon es una ecuacién de difusién de la velocidad v (momentum por unidad de
masa) en la coordenada y con el tiempo.

La ecuacién de vorticidad en este caso toma la forma

Ow, 2w,
P ot

de donde w, es la inica componente de la vorticidad. Esta ecuacion es también una ecuacién
de difusién de w,. La solucién de ésta se puede obtener de (30.4). Por la definicién de

vorticidad (8.2

_Ou v
wz_@_%
_ Ou
SOy

debido a que v = 0. Derivando (30.4)

Uo y?
w, = Tt exp (41/t> (30.6)
La ventaja de escribir las ecuaciones en funcién de la variable de similaridad es que los
perfiles de velocidad mostrados en la figura y los correspondientes a la ecuacion
se reducen a una sola curva en ambos casos. Por ejemplo los perfiles de velocidad tienen la
forma mostrada en la figura donde la ordenada es y/2v/vt en vez de y.
Se puede encontrar una regiéon donde el efecto de la placa es notorio. El espesor de esta
region se nota de la figura y es del orden de v/vt. La relacién exacta entre este espesor
y Vvt depende de la definicién precisa de esta regién.




Capitulo 31

Segundo problema de Stokes

Considere una placa infinita oscilando en su mismo plano en un fluido. Por las mismas

consideraciones del problema anterior la ecuacién que describe el flujo es
0 0?
a2y (31.1)
ot Oy?

Otro método de solucién para este tipo de ecuaciones es el método de separacion de
variables. Se propone la solucién u como un producto de una funcién solo de ¢ con otra
funcion solo de y. Sea

u(y,t) =Y (y)T(t) (31.2)
Sustituyendo en y ordenando

1 dT 1 d’Y

T VY ap
En esta ecuacién el lado izquierdo es una funcién tnicamente de ¢ y el lado derecho otra

funcién de y. Para que se cumpla la igualdad cada lado debe ser igual a una misma constante
puesto que y y t son variables independientes. De esta manera se tienen dos ecuaciones

1dr_
T dt
l A2y B
"y dy?
donde k es una constante. Ordenando se tiene
dT
— —kT =0 31.3
o (31.3)
&2y K
2y = 1.4
dy? v 0 (31.4)

Estas dos ecuaciones ordinarias se pueden resolver para T(t) y Y (y), y el producto
debe cumplir con las condiciones de frontera para u, que para este caso son

(a) u = Upcosnt para y = 0, donde la constante n es la frecuencia de oscilacién de la placa.
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u/Uo
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Figura 31.1: Perfiles de velocidad para el segundo problema de Stokes a diferentes instantes

de tiempo.

(b) wu finita para y — oo.

Con respecto al valor de k, se puede mostrar que para valores reales y cero, la ecuaciéon no
satisface las condiciones de frontera como se muestra abajo. Se pueden tener los siguientes

Casos:

(i) £ = 0. Las soluciones de (31.3) y (31.4]) son

T(t) = ¢
Y(y) = Coy +Cs

Por (31.2) la solucién de u es
u(y,t) = C1(Cay + C3)

Esta forma de la solucién no puede cumplir con la condicién de frontera (a).

(ii) k real y diferente de cero. Las soluciones de y son
T(t) = Cre
Y(y) = CQGy\/m + 036—1/\/%
de donde
u(y,t) = Cyekt (Cgey\/m + Cse—y\/m>

Esta soluciéon es una exponencial en el tiempo y no es compatible con la oscilaciéon que se

necesita segun la condicién de frontera (a).
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(iii) k£ imaginaria. Tomando k = i\ (donde A es real y positiva, las soluciones de (31.3)) y
(31.4)) son

T(t) = Clei)\t
Y(y) _ C2ey\/i>\/u + 0367%/0\/”
ademas

- 1+7
vi= V2

por lo que

u(y,t) = e {Aey(lﬂ)m + Be*y(lﬂ‘)\/ﬂy}
donde A = C1C;y y B = C1C3. También se puede escribir
u(y,t) = e {Aei()‘t“’m) + C’ge*i(AHy\/m)}

Para que se cumpla la condicién de frontera (b)
A=0
La condicién de frontera (a), también se puede escribir como
u = Upe™

para y = 0; donde, por convencién se considera solo la parte real de la funcién €. Susti-
tuyendo esta condicion de frontera se tiene

Upe™ = Be™
de donde
B =U
A=n

Entonces, el campo de velocidad es

u(y, t) = Upe YV™? cos <nt - ,/Qnyy) (31.5)

v=0 (31.6)
w=0 (31.7)

La solucion representa una oscilacién del fluido con la misma frecuencia que la excita-
cién de la placa. La amplitud es méxima en la placa y disminuye de una manera exponencial.
El dangulo de fase también varia de una manera lineal con y. El perfil de velocidades para
un instante se muestra en la figura El efecto notorio del movimiento de la placa se
localiza en una regién cuyo espesor es del orden de y/v/n como se ve en la ecuacién .

|
Ejemplo

A completarse.
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Preguntas
1.
2.
3.



Capitulo 32

Capa limite laminar

Capa limite

En los problemas de flujos viscosos anteriores se obtuvieron soluciones exactas, pero
en general no siempre es posible lograr esto. Para flujos con nimeros de Reynolds méas o
menos altos, se acostumbra usar la técnica propuesta por Prandtl. En esta aproximacién se
considera que el flujo cerca de una frontera se puede dividir en dos regiones:

= Préximo al cuerpo los efectos viscosos son importantes y hay que considerar el término
viscoso. A esta region se le llama capa limite.

= Fuera de la capa limite el gradiente de la velocidad es pequefio y aunque el coeficiente
de viscosidad sea el mismo, el término viscoso es despreciable. Por esta razén esta
regién se puede considerar como no viscosa.

Determinar donde termina una region y comienza la otra depende de la definicién precisa
que se emplee para esto. Ademads en algunos casos, debido a la geometria del flujo no existe
la regién no viscosa, como por ejemplo los flujos internos de Poiseuille y Couette.

Las formas méas comunes de definir el espesor de la capa limite son las siguientes:

(i) Espesor de la capa limite §. El espesor ¢ se define como la distancia de la frontera
al punto donde la velocidad es 0.99 de la velocidad en la regién no viscosa (llamada
corriente libre). En ocasiones se usa otro porcentaje en lugar de 0.99 (como por ejemplo
0.95).

(ii) Espesor de desplazamiento 6*. En la figura[32.1)a) se muestra el perfil de velocidades de
un flujo viscoso cercano a una frontera. La figura (b) muestra un flujo hipotético
en el cual la velocidad es cero para 0 < y < §*, y para y > §* el flujo es uniforme y su
velocidad es la de la corriente libre Uj.

Si en ambos casos el déficit de gasto con respecto a la corriente libre Uy es el mismo, la
distancia 0* es el espesor de desplazamiento. O sea, las dreas sombreadas son iguales.

De tal manera
oo 5"
/ (Uo — ) dy:/ U dy
0 0
= Uyd*
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y v y vo
u(y) u(y)
P
5
X I X

(a) (b)

Figura 32.1: Definicién del espesor de desplazamiento; (a) perfil de velocidad en la capa
limite, (b) perfil equivalente desplazado.

de donde

5*:/ (1—“) d
0 u,)

(iii) Espesor de momentum 6. Supdngase en la figura b), que la regién de velocidad
cero se extiende hasta una distancia 0. Si el déficit de flujo de momentum en ambos

casos con respecto a la corriente libre Uy es el mismo, la distancia 6 es el espesor de
momentum. De esta forma

00 6

p/ w(Uo — u) dy:p/ Uy dy
0 0
= pU30

*u U
o= L (1-2L)a
/0 U( UO) Y

Ecuaciones de la capa limite

de donde

Considérese una frontera plana (o un pequed segmento de una frontera curva) en un
flujo. Por efectos viscosos existe una capa limite. En la figura la distancia entre la linea
punteada y la frontera representa el espesor de la capa limite ¢. La capa limite comienza
en x = 0, donde § = 0. O sea, es el lugar donde el flujo encuentra la frontera y los efectos
viscosos empiezan a sentirse. Corriente abajo la capa limite se desarrolla y el espesor § crece
con .

Las ecuaciones de movimiento para un flujo bidimensional, permanente, incompresible
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Figura 32.2: Estructura de la capa limite.

y sin fuerzas de cuerpo de (B.1) y (B.2)) son:
ou Ov

du  Ov_ 32.1

or + oy ( )
ou ou 10p 0%u 0%u

“ar Tlar = pae T Vo TV o (82.2)

ov ov 10p 0%v 8%v
U-—+u =——7 +v—
oy?

or ' Ox p Oy ] (32:3)

Se considera una seccién de la capa limite suficientemente alejada de = = 0. En esta
seccién la distancia x es muy grande comparado con §, y el flujo es casi unidimensional. Por
lo que

US> v (32.4)
La derivada 9/9x es del orden de 1/x y la derivada 9/0y del orden 1/4, entonces

0 0

— > — 2.
Jy > oz (32:5)

Empleando estas aproximaciones las ecuaciones de movimiento se simplifican. Se ob-
serva que cada término de excepto el de presién es mucho mas pequenio que su co-
rrespondiente a . Entonces estos términos en son despreciables en este conjunto
de ecuaciones. A esta aproximacién corresponde

op
oy
O sea, que la presién es casi constante a lo ancho de la capa limite. Y la presién es sélo
funcién de x, determinada por el flujo externo no viscoso.
La ecuacién de continuidad indica que las desigualdades (32.4) y (32.5) son de
la misma magnitud. Esto asegura que los términos de la izquierda de la ecuacién (32.3)
son del mismo orden. En el lado derecho se desprecia 0%u/dz? con respecto a 9u/0y?.
Respecto al término de presién se ignora su variaciéon, puesto que depende del flujo externo.
Las ecuaciones se reducen a

0

ou, ov
dr Oy
ou ou 10p 0%u
U-— +u =

ox dxr  pox V@yQ
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Estas ecuaciones de la capa limite se llaman también las ecuaciones de Prandtl.

|
Ejemplo

A completarse.

Preguntas

1.
2.



Capitulo 33

Problema de Blasius

La solucién de Blasius se refiere a un flujo unidimensional uniforme sobre una placa
plana. Si el flujo se extiende hasta el infinito sobre la placa, la presion es independiente de
x. Las ecuaciones de movimiento tienen la forma

ou o
or Oy

Las condiciones de frontera correspondientes son
(a) u=u=0paray=0
(b) u = Uy para y — o0

Las dos ecuaciones se reducen a una sola empleando la funcién de corriente que se define

. oY
U—iy
o
Y ox

La ecuacién de continuidad se satisface idénticamente y la segunda ecuacion a

oY 9% Iy Y
9y 9500~ o0y =" o (33.1)

oz 02 | 0y’

Esta ecuacion diferencial parcial se reduce a una ecuacion diferencial ordinaria empleando
la variable de similaridad:

Y

= Ve /Uy

(33.2)

y la solucion

P(z,y) = Vvloz f(n)
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Las derivadas presentes en (33.1]) son las siguientes

81[1 _ 1 I/Uo Z/Uo

0 gy by
82’(/) _ Uo
gzoy ~ 22

o

3y Uof

2

(27/) _ UO UOf//

Y2 V ve

8377/} = %f/"

oy® vz

Sustituyendo en (33.1)

Uf{ g" }{ ”U" ”UO }Uo Yo i _
vx

que se simplifica a la ecuacién diferencial ordinaria no lineal

1
fl/l+§ffl/:0

Las condiciones de frontera se transforman de la siguiente manera.

(a) Cuando y = 0, n = 0. Ademas

_w
=%
=Uof’
=0
de donde
f(0)=0
También
_
T oz
. 1 I/U() 1 VUO
=5y Sl + 5y 20
=0
por lo que

U2
v 0 f///
vx

136

(33.3)



CAPITULO 33. PROBLEMA DE BLASIUS 137

4.5 1

3.5 .

1.5} B

0.5} .

Figura 33.1: Funcién de Blasius f(7).

(b) Cuando y — o0, 7 — 00. Y de

u=Upf’
=0,
se obtiene
fm=1

cuando 7 — o0.

La ecuacion (33.3]) es diferencial ordinaria pero no lineal. Esta se puede resolver con
métodos numéricos. La solucién se muestra graficamente en la figura 33.1]

La velocidad u en términos de esta solucién f(n) es

u="Upf'(n)

El perfil de velocidades correspondiente a esta solucién aparece en la figura Experi-
mentos han confirmado los resultados teéricos.
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df /dn

138

1.1

0.9

0.8 -

0.4

0.3

0.2

0.1

Figura 33.2: El perfil de velocidad df /dn.
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139
El esfuerzo de corte en la superficie de la placa es
To(z) c’)u(;;, 0

En forma adimensional

donde

y f"”(0) = 0.332, calculado por métodos numéricos.

La fuerza de arrastre por unidad de ancho hasta x = L en la placa, es

L
Fy :/ To(x) dx
0

U$L "
—=1"(0)

De la solucién graficada en la figura se observa que u = 0.99U, cuando 1 = 5; sustitu-
yendo en (33.2)) y arreglando se tiene

o_ 5.0Re; /2
X

Sustituyendo la solucién numérica de u en (33.1)) y (33.2) se obtiene

0% 1 72Res )2

r
0
— = 0.664Re; /2
x

Estos resultados muestran que

6 = 2.90%
6 =17.50

Se nota también que el espesor de la capa limite crece con x'/2

Integral de cantidad de movimiento

Este método debido a von Karman aplicado a una placa plana proporciona resultados
aproximados. Las ecuaciones de la capa limite para una placa plana son

o
or Oy
ou ou 0%u

U F U =V
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El término u Ou/dz se puede transformar en

ou 0, , ou
0, 4 ov
%(U ) u(?iy

utilizando la ecuacion de continuidad.
La ecuacién de conservacién de momentum es

2( 2)+u@+v@ —V@
oz Oy oy 0y?
o bien
0, 5 0 0%u
6723( )+ afy(uv) Va—yz
Integrando esta ecuacibn dey =0ay =20
s s
ou
=v— 4
/ 8x dy—l—uvo Vay (33.4)

Usando las condiciones de frontera
b

= Upu(z, 9)
0

uv

Considerando que el gradiente de la velocidad en y = § es practicamente nulo y que el
esfuerzo en la placa es 7y, se tiene

@5
9|,

70
I

Integrando la ecuacién de continuidad desde y =0 a y = 4:

)

S du
dy+v| =0
o Ox 0
de donde
b
ou
v(x,d) = — r dy

Ahora la ecuacién (33.4) se reduce a

/ax ) dy — UO/ i (33.5)

Aplicando la regla de Leibnitz (A.3]) a este caso
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Sustituyendo en ([33.5)
d [°, d [° 7o
— dy — Up— dy=——
dm/o o 0 dx 0 ua p
o bien
d [ (Up — ) dy = 2 (33.6)
E— u —_ u = — .
dz J, 0 Y P

ésta es la ecuacién de la integral de momentum. Fisicamente representa que el cambio de
momentum de la capa limite es la fuerza de arrastre sobre la placa. Para encontrar el espesor
de la capa limite se utiliza esta ecuacién de la siguiente manera.
Se propone un perfil de velocidad en la capa limite de la forma
2

u Y Y

— =ata-+as

7 B

Esta forma debe satisfacer las siguientes condiciones

u(z,0) =0
u(z,d) = Uy
ou(z, 6
u(x, ) _o
Y
de donde
0= [¢7))
1l=ap+ a1+ as
0=ai + 2ay
y
apg = 0
a; = 2
ag — 71
El perfil de velocidad es entonces
2
u Ly Y
Up § 02

En (33.6)) la integral del lado izquierdo es

w(Ug — ) dy = —4U,
/0 15 °
Ademas
S—L
0 oy 1o
U,
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Sustituyendo en ([33.6)
d (2 Uy
| Zsu2) =22
dm( 5 UO) "5
o bien
dx
§ do =15v—
Z/UO

Integrando, con la condicién § = 0, cuando = = 0, se tiene
1/2
v
0=1{30—
( UO)

b
— = 5.48Rel/?
X

En forma adimensional

resultado muy préoximo al obtenido en la solucién de Blasius.

El método de la integral de momentum se ha ilustrado con un polinomio de segundo
orden. Las tres constantes de este polinomio se obtuvieron debido a tres condiciones. Si
se emplea un polinomio de més alto orden, los resultados son mejores, pero también son
necesarias mas condiciones sobre la velocidad u para calcular el valor de las constantes del
polinomio. Por ejemplo, de la ecuacién de conservacién de momentum se observa que si en
la pared u = v = 0, entonces 9%u/dy? = 0 para y = 0. Otra condicién que puede emplearse
para mejorar el perfil en y = § es 9?u/dy? = 0. Las derivadas de la ecuacién de conservaciéon
de momentum se pueden emplear para obtener mas condiciones si se necesitan.



Capitulo 34
Separaciéon

En el flujo alrededor de un cilindro se forma una capa limite junto a la superficie. La
presion en la capa limite se determina por el flujo potencial fuera de esta capa. Despreciando
por el momento la existencia de la capa limite, el flujo potencial alrededor del cilindro es
como se muestra en la figura 25.1] En este flujo, la presién sobre la superficie del cilindro
disminuye del punto A al punto B. De B a C la presiéon aumenta hasta que recupera su valor
en el punto A.

En un flujo viscoso la capa limite tiene un gradiente de presién entre A y B negativo.
O sea, que las fuerzas de presién se presentan en el sentido del flujo. Pero entre B y C las
fuerzas de presion tienen sentido contrario al flujo. O sea que se tiene un gradiente positivo.
En ocasiones este gradiente puede ser suficientemente grande como para forzar que el fluido
adyacente al cilindro se mueva en direcciéon contraria a la corriente libre como se muestra
en la figura [34.1

En el punto (a) la capa limite se separa de la superficie del cilindro. En (b) la capa
limite ya esta separada y entre ésta y la superficie del cilindro existe un flujo secundario en
sentido contrario al flujo principal. En el punto de separacién existe la siguiente condicion

ou(z,0)
e Sk A
Ay
Este fenémeno de separaciéon de la capa limite puede ocurrir en cualquier flujo que
tenga un gradiente de presiones positivo (adverso). Por ejemplo, hay peligro de separacion
en un difusor y es comtn que se presente atras de cuerpos en movimiento relativo con un
fluido.

Ejemplo
A completarse.
Preguntas
1.

143
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Figura 34.1: Separacién de flujo alrededor de un cilindro.



Parte VIII

FLUJO COMPRESIBLE
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Capitulo 35

Ondas acusticas

En los capitulos anteriores se ha tratado con fluidos incompresibles. Sin embargo,
existen algunos fenémenos que se deben a la compresibilidad del fluido. Aqui se estudiaran
estos fendmenos, para lo cual se consideran estos efectos en las ecuaciones de movimiento.
Con el objeto de simplificar las ecuaciones se despreciara la viscosidad (pero a veces tomando
en cuenta la fuerza de friccién), la conduccién térmica del fluido (pero a veces incluyendo
la transferencia de calor del exterior), y las fuerzas de cuerpo.

Ecuaciones de flujo unidimensional

Volumen de control

Considérese el flujo compresible a través de un ducto de drea variable. Se muestra un
volumen de control en la figura entre secciones 1 y 2. Las ecuaciones (10.1)), (11.1) y
(12.3) en forma unidimensional son:

Masa m = p1u1A1 = pQUQAQ (351&)
Momentum p1A; — peAs — Fy, = 1mh(ug — uy) (35.1b)
Energia Q+ W +m <h1 + 5 = hg — 2) =0 (35.1¢)

donde 1y 2 son la entrada y la salida del volumen de control, respectivamente. Ff, es la
fuerza de friccién, m es el flujo mésico, Q y W son el flujo de calor y trabajo al volumen de
control.

Figura 35.1: Flujo en un ducto con area variable con un volumen de control entre 1 y 2
indicado.
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La forma diferencial para un volumen de control infinitesimal puede obtenerse escri-
biendo p1 = p, u1 = u, p1 = p, 41 = A en la seccién 1,y ps = p+ dp, us = u + du,
p2 =p+dp, Ao = A+ dA en la 2. La ecuacion (38.1a]) es

uA dp+ pAdu+pudA=0

donde se han despreciado los productos de diferenciales. Dividiendo entre puA se tiene
o du 44 _, (35.2)
Las fuerzas son
ZF:pA+ (p+ %) dA— (p+dp)(A+dA) — 1oP dz

donde P es el perimetro de la seccién y g el esfuerzo de cortante en la pared. La presion en
la superficie lateral se asume igual a p + dp/2. Usando el factor de friccién f, se tiene

1
To = ngUQ

donde f depende del niimero de Reynolds local y de la rugosidad de la pared. La ecuacién
(138.1b)) para el volumen de control infinitesimal es entonces

pu®
dp+pudu+ f— dz =0 (35.3)
2D,

donde Dy, es el didmetro hidraulico definido por D, = 44/ P.
Despreciando la transferencia de trabajo en la ecuacion de energia, y escribiendo de
transferencia de calor como Q) = ¢’ dz, donde ¢’ es el flujo de calor por unidad de longitud,

(38.1c)) se convierte a

/

~ 9 Gzt dh+udu=0
m

o bien

d <h + “) _dde (35.4)

donde m = puA.

De las ecuaciones diferenciales

Las ecuaciones diferenciales de la seccién [[3l en forma unidimensional son

dp 0 B
a + afz(pu) =0 (3553)
dp Ou  10p
o e T oo (35.5D)
de de ou
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Es necesario incluir la ecuacién de conservacién de energia (38.5¢) debido a que con la de

masa (38.5a)) y la de momentum ([38.5b|) se tienen dos ecuaciones y tres incognitas, p, u y
p. Introduciendo la ecuacion de estado de un gas perfecto

p = pRT (35.6)

e=C,T (35.7)
se tienen ahora cinco ecuaciones en p, u, p, e y T. La entalpia puede calcularse mediante
h=0C,T (35.8)

Se asume en este capitulo (excepto tnicamente en la seccién [38]), que se trata de un gas
perfecto. Ademads el calor especifico a volumen constante se tomard invariable.

Ondas acusticas

Si se le da al fluido un disturbio pequenio en la presion este se propaga en el espa-
cio en forma de ondas. Estas fluctuaciones de presién en un punto causan fluctuaciones
correspondientes de velocidad, densidad y temperatura, relacionadas por las ecuaciones de
movimiento.

Para flujo barotrépico

p=p(p)
de donde
op _dp 9p
Or  dp Ox

v la ecuacion (38.5b)) se puede escribir

ou ou ldp Op
i St 35.9
ot +u8x+pdp ox (35.9)

A un fluido en reposo con densidad pg, presién pp, uniformes, se le perturba u’ en velocidad,
p’ en densidad y p’ en presién. Entonces, la velocidad, la presion y la densidad son

l
Uu=1u

p=po+p
p=po+p
Sustituyendo en ([38.5a)) y (38.9)
op"  ,0p N
L =t — =0 35.10
5 T 5 TPt 5o (35.10)
o' ou 1 dp oy
M vy agd (35.11)

ot dr ' po+p dp dr
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Haciendo la expansién de (pg + p’)~! usando la serie binomial (A.2)), se tiene

-1
L1142
pot+p po Po

y dp/dp con la serie de Taylor (A.1]

dp  (dp d*p (p—po)? (dp
dp—<dp>0+(p Po)(dp2 0+ 51 e 0+...

donde el subindice cero se refiere a las condiciones en reposo. Puesto que las fluctuaciones
son muy pequenos los términos cuadréticos, cubicos, etc., de estas son despreciables con
respecto a las fluctuaciones. Este proceso de linealizacion reduce (38.10) y (38.11) a

op ou’
E + /)0% =0 (35.12)
ou 1 [(dp\ 9p
i e S 1
o+ o (dp)o =0 (35.13)

Derivando (38.12]) con respecto a t y (138.13|) con respecto a x, se tiene
82p/ o2y’
il =0
otz P 5uan
82 / 1 d /
oW 1 (dp) Op
dxot — po \dp ), 0x?

Eliminando ' de ambas ecuaciones
62/)/ o, 82pl
oz~ © 9z

(35.14)

donde

c= (Zﬁ)o (35.15)

La solucién de (38.14]) es de la forma
§(@,t) = f(z—ct) + gla+ct)

donde f y g son funciones arbitrarias. La solucién se puede verificar sustituyendo en .

Considérese la primera parte de la solucién f(x — ct). El valor de esta funcién es
constante para x — ct = K constante, lo que representa una linea recta en el plano x —t, con
pendiente 1/c. En la figura se muestra esta linea para una K especifica, las posiciones
en las cuales p’ = f(K) depende del tiempo. Para t = t; esta posicién es x1 y para t = tq
es w2. O sea que el punto donde p’ es constante se desplaza con velocidad ¢ en el sentido
positivo de z. Esta es una onda de p’. De la misma forma g(x + ct) representa una onda de
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to

t1 ——

T1 €2

Figura 35.2: Desplazamiento de onda acustica.

0’ que se desplaza con velocidad ¢ en el sentido negativo de z. Por esta razén a la ecuacion
(138.14) se le llama ecuacion de onda.

Eliminando p’ entre (38.10) y (38.11]) se tiene

0% 0%

o2~ C 0z

Esto indica que la perturbacién de la velocidad u’ se propaga también en forma de onda. Y
puesto que se considero el flujo como barotrépico, la presién es iinicamente una funcién de
la densidad y la presién se propaga en forma de onda. La velocidad de propagacién de estas
ondas es la velocidad actustica ¢, que se puede calcular de (38.15]).

Liquido
Considérese un volumen V' de liquido cuyo médulo de compresibilidad es K, entonces:
___ W
av/v

donde dV es el cambio de volumen por cambio de presion. Pero

av _ _dp
Vo dp
por lo tanto
dp _ K
dpp
y la velocidad actstica es:
K
c=4/—
Po

Para agua a 15°C, ¢ = 1430 m/s.
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Gas perfecto

Se puede asumir que el proceso es isoentrépico debido a que las fluctuaciones en la
ondas actsticas son tan rapidas que la transmisién de calor es despreciable y que desde el
principio se ha despreciado la disipacién viscosa de energfa. De la ((C.10al)

r
p'Y

donde K es una constante y -y es la relacién de calores especificos. Derivando

dp _

-l
dp P

p
:’}/7

p
=~RT

Usando la ecuacion de estado (38.6)), la velocidad acustica es:

Po

/,yi

Po
VY RIy

c

(35.16)

Para aire a 27°C, ¢ = 348 m/s.

La velocidad actistica no necesariamente es constante en un fluido, sino depende de
las propiedades en cada punto del fluido. Se calcul6 la velocidad actstica para un fluido
en reposo. Sin embargo, el andlisis para la velocidad actstica en un fluido en movimiento
uniforme, es el mismo sobre un marco de referencia que se mueve con el fluido. La velocidad
acustica es la calculada anteriormente, pero relativa al flujo. La velocidad del flujo en un
punto comparada con la velocidad acustica en el mismo punto, se define como nimero de
Mach M. O sea:

u=Y (35.17)
c
donde U es la magnitud de la velocidad es el punto considerado.

De la definicién de médulo de compresibilidad K se nota que para fluidos incompresi-
bles, K tiende a ser infinito. De se observa que la velocidad actistica también tiende
a infinito, y en el nimero de Mach a cero. Sin embargo, como no existen fluidos
perfectamente incompresibles el niimero de Mach solamente podréa ser pequeno. Entonces
el niimero de Mach es un indice de la importancia de la compresibilidad en un flujo. Para
numeros de Mach hasta 0.2 6 0.3, dependiendo de la precisiéon que se requiera, el flujo se
puede tomar como incompresible.

Para nimeros de Mach més altos que los mencionados anteriormente, los efectos de la
compresibilidad son importantes. estos flujos compresibles se dividen en dos grupos:

(i) Flujos subsénicos, M < 1. El flujo donde el nimero de Mach es menor que uno en todas
partes.

(ii) Flujos supersénicos, M > 1. El nimero de Mach es superior a uno en todas partes.



Capitulo 36

Propiedades de estancamiento y
criticas

Para un flujo permanente de drea variable, pero sin friccién y sin transferencia de calor,
las ecuaciones (38.1) entre puntos 1 y 2 en la figura se simplifican a

prurAyr = paus As (36.1a)

p1+ prui = pa + pau; (36.1D)
2 2

hi + % =hs + % (36.1¢)

Las propiedades termodinamicas obtenidas al reducir la velocidad del flujo a cero
mediante un proceso adiabético sin friccién se define como las de estancamiento (indicado
por el subindice 0). Por eso en el caso de la entalpia, la (36.1c) proporciona

2

ho = h + % (36.2)

De ([38.8) la temperatura de estancamiento es

u2

To=T+ — 36.3
0 + 2%, ( )

Se puede escribir ésta en términos del nimero de Mach como

v—1

1o
20 _q
T * 2

va aue u? /e, T = u?(y — 1) /yRT = (v — u?/c? = (v — 1)M?.

M? (36.4)
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Ademas por la isentropia de proceso (C.10)

7o TO v/(v—1)
;- (1)

1 \WeeD
- (1 + 72M2) (36.5)
po (T VO
p T
1/(v-1)
1
- (1 + ’y2M2> (36.6)

Las propiedades criticas (indicadas por *) son las obtenidas cuando se cambie la ve-
locidad del flujo a través de un proceso isentrépico hasta llegar a la sénica. Para M = 1,
(36.4), (36.5) and (36.6) se reducen a

T 1
= % (36.72)
1 v/ (v=1)
% = (7; > (36.7b)
1/(v=1)
1
fo - (7‘;) (36.7¢)
p
I
Ejemplo
A completarse.
Preguntas
1.
2.



Capitulo 37

Ondas de choque

En la seccidn [38] se estudié la propagacion de diferencias de presiéon pequenas. Aqui se
trata de ondas de choque donde si hay diferencias no pequenas.

Choque normal

Considérese el caso que se muestra en la figura donde la onda es normal al flujo.
En la ausencia de transferencia de trabajo y calor, (38.1d) y (36.2) indican que las
entalpia y temperatura de estancamiento son iguales en ambos lados del choque, o sea

To1 = To2

Usando (36.4))

L _2+ (- 1Mp (37.1)
T, 2+ (- 1M

Ya que T5/T1 = (p1/p2)(p2/p1) = (u2/w1)(p2/p1) = (M2/M1)(p2/p1)+/(12/T1), se tiene

M 2 —1)M?
bz _ M1 H’Y—)é (37.2)
p1 My \ 2+ (y—1)M;

Figura 37.1: Onda de choque.
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Ademés, pa/p1 = (p2/p1)(T1/T2), por lo que

p2 _ My |2+ (y—1)M3

p1 Mo\ 24 (v — 1) M2
Para la presién de estancamiento
Doz _ (P02/p2) b2
Po1 po1/p1) p1

tal que

p02 o Ml |:2 + (’y - ]-)M12:| (7+1)/[2(’Y—1)] (37 3)

por Mz [2+ (y — 1)M3
Se tiene pu? = (p/RT)u? = ypu?/c?, y la reduce a
p1+ 01 M7 = p2 + yp2 M3
de donde

p2  1+yM}

p 1M
Combinando con la ([37.2))
24+ (y - 1)M7  Ma/2+ (v — 1)M3

1+ M2 - 1+ yM3

ésta puede resolverse para dar My = Ms (sin choque) o

_ |2+ -DME
M=\ a6 Ty

Equacién (37.4) puede sustituirse en (37.1)—(37.3) para dar T5/T1, p2/p1, p2/p1 and

po2/po1 en términos de My o Ms. Asi se tiene

D2 2y 2
2oy 2 (MR-t
p1 +7+1( ! )

P2 (y+1)MF
p1 (y—1)M} +2

El choque es un proceso con cambio de entropia. Las relaciones (C.7) y (C.8) pueden
integrarse a

S2-51 0 24 (y - )M?
R v—1

1 [2M2— (1)
1
(7 + DM? ]*v—l“{ o

La figura [37.2) muestra que s — s1 < 0 si My < 1, lo que violarfa la segunda ley de
termodindmica. El choque de flujo subsonico a supersénico entonces no es posible.
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0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
M,y

Figura 37.2: Cambio de entropia como funcién de M;.

Figura 37.3: Choque oblicuo
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Choque oblicuo

Se muestra en la figura [37.3] una onda oblicua en la cual el flujo se desvia a través del
angulo §. La velocidad tangencial es la misma en ambos lados del choque, tal que

uy cos 8 = ug cos(ff — J) (37.5)

La velocidad normal sufre un choque come se describié en la secciéon anterior. Se pueden
usar las relaciones de choque normal siempre y cuando se sustituyan M; sen 8 por el nimero
de Mach del lado 1 y My sen(3 — 4) del lado 2. Entonces

p2 (Y +1)MPsen®p

p1 (y—1)MEsen? 3+ 2

De continuidad
prug sen B = pougsen(f — 0)
y la (37.5)) se reduce a

p2 _ tanf
p1 tan(B —9)
Igualando las dos expresiones para p2/p; v simplificando, se tiene
9 2cos(8 — 0)

~ sen f3[sen(2 — &) — ysen d]

Para valores de M7 y § dados, dos valores se 3 son posibles. Una es el choque fuerte y el
otro débil.
El nimero de Mach en 2 es

Mo — 1 2+ (y—1)M?Zsen? 3
> sen(B— o)\ 2yMZsen2 B — (v — 1)

Las relaciones entre presién, densidad, temperatura, temperatura de estancamiento y
presion de estancamiento son

P2 2y 2 2
— =14+ ——(Misen“ 3 —1
p1 v+ﬂ ! )
p2  (y+1)MZsen®

p1 (y—1)MEsen? 3 +2

P o 9 2yMPsen? B —(y—1)

2 Ry (y- 1M

Ty [ +(y = )M sen 'B] (y+1)2M%sen? 3

@ -1

To1

Pos _ (v + 1) M2 sen? 8 v/ (v=1) vl 1/(v=1)
por 2+ O = DMZsen? B s f— (7~ 1)

Ejemplo

A completarse.
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Preguntas
1.
2.
3.



Capitulo 38

Flujo unidimensional

En los capitulos anteriores se ha tratado con fluidos incompresibles. Sin embargo,
existen algunos fenémenos que se deben a la compresibilidad del fluido. Aqui se estudiaran
estos fendmenos, para lo cual se consideran estos efectos en las ecuaciones de movimiento.
Con el objeto de simplificar las ecuaciones se despreciara la viscosidad (pero a veces tomando
en cuenta la fuerza de friccién), la conduccién térmica del fluido (pero a veces incluyendo
la transferencia de calor del exterior), y las fuerzas de cuerpo.

Ecuaciones basicas

Volumen de control

Considérese el flujo compresible a través de un ducto de drea variable. Se muestra un
volumen de control en la figura entre secciones 1 y 2. Las ecuaciones (10.1)), (11.1) y
(12.3) en forma unidimensional son:

Masa m = p1u1A1 = pQUQAQ (381&)
Momentum p1A; — peAs — Fy, = 1mh(ug — uy) (38.1b)
Energia Q+ W +m <h1 + 5 = hg — 2) =0 (38.1¢)

donde 1y 2 son la entrada y la salida del volumen de control, respectivamente. Ff, es la
fuerza de friccién, m es el flujo mésico, Q y W son el flujo de calor y trabajo al volumen de
control.

Figura 38.1: Flujo en un ducto con area variable con un volumen de control entre 1 y 2
indicado.
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La forma diferencial para un volumen de control infinitesimal puede obtenerse escri-
biendo p1 = p, u1 = u, p1 = p, 41 = A en la seccién 1,y ps = p+ dp, us = u + du,
p2 =p+dp, Ao = A+ dA en la 2. La ecuacion (38.1a]) es

uA dp+ pAdu+pudA=0

donde se han despreciado los productos de diferenciales. Dividiendo entre puA se tiene
o du 44 _, (38.2)
Las fuerzas son
ZF:pA+ (p+ %) dA— (p+dp)(A+dA) — 1oP dz

donde P es el perimetro de la seccién y g el esfuerzo de cortante en la pared. La presion en
la superficie lateral se asume igual a p + dp/2. Usando el factor de friccién f, se tiene

1
To = ngUQ

donde f depende del niimero de Reynolds local y de la rugosidad de la pared. La ecuacién
(138.1b)) para el volumen de control infinitesimal es entonces

pu®
dp+pudu+ f— dz =0 (38.3)
2D,

donde Dy, es el didmetro hidraulico definido por D, = 44/ P.
Despreciando la transferencia de trabajo en la ecuacién de energia, y escribiendo de
transferencia de calor como Q) = ¢’ dz, donde ¢’ es el flujo de calor por unidad de longitud,

(38.1c)) se convierte a

/

~ 9 Gzt dh+udu=0
m

o bien

d <h + “) _dde (38.4)

donde m = puA.

De las ecuaciones diferenciales

Las ecuaciones diferenciales de la seccién [[3l en forma unidimensional son

dp 0 B
a + afz(pu) =0 (3853)
dp Ou  10p
o e T oo (38.5D)
de de ou
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Es necesario incluir la ecuacién de conservacién de energia (38.5¢) debido a que con la de

masa (38.5a)) y la de momentum ([38.5b|) se tienen dos ecuaciones y tres incognitas, p, u y
p. Introduciendo la ecuacion de estado de un gas perfecto

p = pRT (38.6)

e=C,T (38.7)
se tienen ahora cinco ecuaciones en p, u, p, e y T. La entalpia puede calcularse mediante
h=0C,T (38.8)
Se asume en este capitulo (excepto unicamente en la seccién , que se trata de un gas
perfecto. Ademads el calor especifico a volumen constante se tomard invariable.
Ondas acusticas

Si se le da al fluido un disturbio pequenio en la presion este se propaga en el espa-
cio en forma de ondas. Estas fluctuaciones de presién en un punto causan fluctuaciones
correspondientes de velocidad, densidad y temperatura, relacionadas por las ecuaciones de
movimiento.

Para flujo barotrépico

p=p(p)
de donde
o _dv 0
Or  dp Ox

v la ecuacion (38.5b)) se puede escribir

ou ou ldp Op
i St 38.9
ot +u8x+pdp ox (38.9)

A un fluido en reposo con densidad pg, presién pp, uniformes, se le perturba u’ en velocidad,
p’ en densidad y p’ en presién. Entonces, la velocidad, la presion y la densidad son

l
Uu=1u

p=po+p
p=po+p
Sustituyendo en ([38.5a)) y (38.9)
op"  ,0p N
o a9 38.10
5 T 5 TPt 5o (38.10)
o' ou 1 dp oy
M vy agd (38.11)

ot dr ' po+p dp dr
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Haciendo la expansién de (pg + p’)~! usando la serie binomial (A.2)), se tiene

-1
L1142
pot+p po Po

y dp/dp con la serie de Taylor (A.1]

dp  (dp d*p (p—po)? (dp
dp—<dp>0+(p Po)(dp2 0+ 51 e 0+...

donde el subindice cero se refiere a las condiciones en reposo. Puesto que las fluctuaciones
son muy pequenos los términos cuadréticos, cubicos, etc., de estas son despreciables con
respecto a las fluctuaciones. Este proceso de linealizacion reduce (38.10) y (38.11) a

op ou’
E + /)0% =0 (38.12)
ou 1 [(dp\ 9p
i e S 1
o+ o (dp)o =0 (38.13)

Derivando (38.12]) con respecto a t y (138.13|) con respecto a x, se tiene
82p/ o2y’
il =0
otz P 5uan
82 / 1 d /
oW 1 (dp) Op
dxot — po \dp ), 0x?

Eliminando ' de ambas ecuaciones
62/)/ o, 82pl
oz~ © 9z

(38.14)

donde

c= (Zﬁ) (38.15)

La solucién de (38.14]) es de la forma
§(@,t) = f(z—ct) + gla+ct)

donde f y g son funciones arbitrarias. La solucién se puede verificar sustituyendo en .

Considérese la primera parte de la solucién f(x — ct). El valor de esta funcién es
constante para x — ct = K constante, lo que representa una linea recta en el plano x —t, con
pendiente 1/c. En la figura se muestra esta linea para una K especifica, las posiciones
en las cuales p’ = f(K) depende del tiempo. Para t = t; esta posicién es x1 y para t = tq
es w2. O sea que el punto donde p’ es constante se desplaza con velocidad ¢ en el sentido
positivo de z. Esta es una onda de p’. De la misma forma g(x + ct) representa una onda de
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to

] ——

T1 €2

Figura 38.2: Desplazamiento de onda acustica.

0’ que se desplaza con velocidad ¢ en el sentido negativo de z. Por esta razén a la ecuacion
(138.14) se le llama ecuacion de onda.

Eliminando p’ entre (38.10) y (38.11]) se tiene

0% 0%

o2~ C 0z

Esto indica que la perturbacién de la velocidad u’ se propaga también en forma de onda. Y
puesto que se considero el flujo como barotrépico, la presién es iinicamente una funcién de
la densidad y la presién se propaga en forma de onda. La velocidad de propagacién de estas
ondas es la velocidad actustica ¢, que se puede calcular de (38.15]).

Liquido
Considérese un volumen V' de liquido cuyo médulo de compresibilidad es K, entonces:
___ W
av/v

donde dV es el cambio de volumen por cambio de presion. Pero

av _ _dp
Vo dp
por lo tanto
dp _ K
dpp
y la velocidad actstica es:
K
c=4/—
Po

Para agua a 15°C, ¢ = 1430 m/s.
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Gas perfecto

Se puede asumir que el proceso es isentrépico debido a que las fluctuaciones en la ondas
acusticas son tan rapidas que la transmisién de calor es despreciable y que desde el principio
se ha despreciado la disipacién viscosa de energia. De la (C.10a))

r
p'Y

donde K es una constante y -y es la relacién de calores especificos. Derivando

dp _

-l
dp P

p
:’}/7

p
=~RT

Usando la ecuacion de estado (38.6)), la velocidad acustica es:

Po

/,yi

Po
VY RIy

c

(38.16)

Para aire a 27°C, ¢ = 348 m/s.

La velocidad actistica no necesariamente es constante en un fluido, sino depende de
las propiedades en cada punto del fluido. Se calcul6 la velocidad actstica para un fluido
en reposo. Sin embargo, el andlisis para la velocidad actstica en un fluido en movimiento
uniforme, es el mismo sobre un marco de referencia que se mueve con el fluido. La velocidad
acustica es la calculada anteriormente, pero relativa al flujo. La velocidad del flujo en un
punto comparada con la velocidad acustica en el mismo punto, se define como nimero de
Mach M. O sea:

u=Y (38.17)
c
donde U es la magnitud de la velocidad es el punto considerado.

De la definicién de médulo de compresibilidad K se nota que para fluidos incompresi-
bles, K tiende a ser infinito. De se observa que la velocidad actistica también tiende
a infinito, y en el nimero de Mach a cero. Sin embargo, como no existen fluidos
perfectamente incompresibles el niimero de Mach solamente podréa ser pequeno. Entonces
el niimero de Mach es un indice de la importancia de la compresibilidad en un flujo. Para
numeros de Mach hasta 0.2 6 0.3, dependiendo de la precisiéon que se requiera, el flujo se
puede tomar como incompresible.

Para nimeros de Mach més altos que los mencionados anteriormente, los efectos de la
compresibilidad son importantes. estos flujos compresibles se dividen en dos grupos:

(i) Flujos subsénicos, M < 1. El flujo donde el nimero de Mach es menor que uno en todas
partes.

(ii) Flujos supersénicos, M > 1. El nimero de Mach es superior a uno en todas partes.



Capitulo 39

Flujo en ductos

Adiabatico y sin friccion en ductos de area variable

Termodindmicamente el proceso es isentrépico. De (38.2))

d dA d
du  dA __dp

u A )
du
= u% dp de (38.3)
5 dp du
= UuU ——
dp u
e
2 u
d
= M*~=de (3817)
se tiene
w1 aa
u M2-1A
También du/u = —dp/pu?, lo que conduce a
dp 1 dA

pu2 1-M2 A

Se tiene ademas dp/pu? = (¢ /u?)(dp/p) = (1/M?)(dp/p), por lo que

dp  M? dA

p  1-M2 A

De manera similar

AM 2+ (y = 1)M?

M 2(M? — 1) a4
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M<1 M>1
(subsonic) | (supersonic)

dA <0 du >0 du <0
(convergente) | dM >0 dM <0
dp <0 dp >0

dp <0 dp>0

dl' <0 dT >0

dpo =0 dpo =0

dpo =0 dpo =0

dTy =0 dTy =0

ds=0 ds=0

dA >0 du <0 du >0
(divergente) dM <0 dM >0
dp >0 dp <0

dp >0 dp <0

dl' >0 dT <0

dpo =0 dpo =0

dpo =0 dpo =0

dTy =0 dTy =0

ds=0 ds=0

Tabla 39.1: Flujo en ducto con area variable

De la ecuacién de estado

dr _dp dp

T p »p

Ya que pu?/p = pyRTM?/p = yvM?, se tiene

ar _ G

T (v —

dA

1H—M?I

166

La tabla muestra los cambios de velocidad, presion, densidad y nimero de Mach
en ductos convergentes (dA < 0) y divergentes (dA > 0). Se nota que el comportamiento de
flujos subsoénicos y supersénicos son diferentes. Un ducto donde la velocidad disminuye a lo
largo de él es una tobera, y cuando aumenta es un difusor.

Igualando el flujo mésico en cualquier seccién al que se obtendria en condiciones con-

diciones, puA = p*u*A*, tal que
A _prw it
A pu  pop u

_ P po VYRT™
pPo p u

_ ¢ w0 AT [T [T
Pop U ToVT

1 [ 2 ~1
:{ <1+72 M2

M |~v+1

)} (v+1)/R(y-1)]

(39.1)
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14 - N

12

10 - N

AJA*

Figura 39.1: Variacién de area con el nimero de Mach

donde se han usado (36.4), (36.6), (36.7¢), y (36.7a). Se muestra en la figura que el
4rea A tiene un minimo en M = 1 donde A,,;, = A*.

De
. P u Y
m = puA RTC\/’yR A=0p RTA
B ~ 9 (v+1)/[2(v=1)] "
PV ERL \5 11
se tiene

2 (v+1)/(v=1)
mmam - Yy ( > A*po \ RTO

y+1
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Transferencia de calor en ductos de area constante

Sean 1y 2 dos secciones a lo largo de un ducto de area constante donde hay transferencia
de calor pero no friccién. La (38.1b|) se convierte en

1+ prut = p2 + pou3
Ya que pu? = (p/RT)u? = ypM?, se tiene
p2 1+~ M?

p 14+ M3
Usando ([36.5)), la presién de estancamiento es

_ /G-1)
poz <1+7M12> <1+721M§>7 !

Po1 L+yM3) \ 1+ 52 M7

Similarmente, se pueden mostrar que

T (LeaMP\® (M)
T, \1+~yM? M,
%”—C+wﬁY(Mﬂzc+ﬁ—UMa
To1 1+’}/M2 My 2+(7*1)M12
022(1+7M22) (1\41)2
P1 1+~yM2 ) \ My
up _ (149MPN® My
up \1+~yM3 M,

52— 51 L\ OO gy \ 207
R 1+ M3 M,

La tabla[39.2] muestra los cambios en las variables del flujo para casos subsonico y supersénico
con calentamiento o enfriamiento.

La es
hi + “; +Q=hy+ %g
de donde
ho2 — hor = Q
y
cp(Toa — To1) = Q
Entonces

Q:%%%_Q
ey 11 \Ton

(1 M3\ (1+9MP\? (24 (v - 1)M3 .
B 2 ! M2 ) \1+~yM? 2+ (y— 1)M?
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M<1 M>1
(subsénico) | (supersoénico)

Q<0 du <0 du >0
(enfriamiento) dM <0 dM >0
dp >0 dp <0

dp >0 dp <0

* dl' <0

dpg > 0 dpo > 0

dpy >0 dpy >0

dTy <0 dly <0

ds <0 ds <0

Q>0 du >0 du <0
(calentamiento) dM >0 dM <0
dp <0 dp >0

dp <0 dp >0

ok dl’ >0

dpy < 0 dpy < 0

dpo <0 dpp <0
dTy >0 dly >0

ds >0 ds >0

Tabla 39.2: Flujo en ducto con transferencia de calor; * dT° < 0 para M < v~ /2, dT > 0
para M > ~~1/2, %% 4T > 0 para M < y~Y/2 dT < 0 para M > ~y~1/2

El maximo calor es transferido cuando My = 1. Por eso

Qmaz _ (MeQnt — 1)2

pTent  2Mgu(y+1)

donde T¢p; and Mep; son la temperatura y nimero de Mach, respectivamente, en la entrada.
La linea T'(s)

s :m(T) B <71>ln{(1+7)2i \/(1+7)2—47(T/T*)}

Cp T* v 2 2

el la de Rayleigh como se muestra en la figura [39.2

Adiabatico con friccion en ductos de area constante

Sean ahora 1y 2 dos secciones a lo largo de un ducto de drea constante y sin friccion
pero con transferencia de calor. La ecuacion de energia (38.1c|) es

u?

2
u
hy+ 2 =hy+ 2
1+2 2+2

tal que
Toz
To

=1
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0.4 1

—0.5 a

—0.6 | M>1

(s —5")/cp

—0.7 |- M <1 N

-09 a

|
0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95
T/Tx

[y

Figura 39.2: Linea de Rayleigh.
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35 1

25

20

flx)=a?—z+4

15 5

Figura 39.3: This is a test.
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Entonces
T _ To1/Th
v Too/T5
24 (y - M
2+ (y— 1)M3
al usar (36.4)).

De manera similar

P2 _ (%) (2+ (- 1>M%)”2
p1 Mo 24 (y—1)M3
Po1 M 2+ (y—1)M?

2 (5) (o)
p1 \My) \2+ (y—1)M3

S9 — 81 1 % 2) 4 (,_Y _ 1)M12 (v+1)/[2(v—1)]
R My ) \2+ (y—1)M3
En la tabla [39.3] se muestran cambios en las variables en la direccién del flujo en flujos
subsonico y supersonico. El cambio del niiimero de Mach con distancia x de la entrada es

f dx 4 1— M? dM

Dy AM22+ (y—1)M2 M

lo que puede integrarse a

fa 1 y+1 ( 2M? ﬂM
LT - In
M,

D, | yM? 2y 2+ (y—1)M? »
donde f el el promedio de f, y M = M.y, en & = 0. Si Lynaz es la longitud necesaria para
alcanzar la velocidad sénica, se tiene que

fLmaa; _ 1- MeQnt T Y +1 In (’Y + I)MeQnt

D, M2, 2y 24 (y—1)MZ,

1 —-1)/2
5_31_1n z /v To—T (v=1)/2v
Cp B T1 T() —T1

siendo la de Fanno y se muestra un ejemplo en a la figura [39.4] para los valores v = 1.4,
To =750 K, T3 =273 K, 51 =0 and ¢, = 1006 J/kg.

La linea T'(s) es

|
Ejemplo

A completarse.
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M <1 M>1
(subsénico) | (supersénico)
du >0 du <0
dM >0 dM <0
dp <0 dp >0
dp <0 dp>0
dT' <0 dT" >0
dpg < 0 dpy < 0
dpo <0 dpo <0
dTp =0 dly =0
ds >0 ds >0

Tabla 39.3: Flujo en ducto con friccion

750 |- .
700 |
650 |
600 |
550

S 500
450 |-
400 |
350 |

300 -

250 - N
| | | | |

| | | | |
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

S — 81

Figura 39.4: Linea de Fanno.



CAPITULO 39. FLUJO EN DUCTOS 174

Preguntas
1.
2.
3.
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Apéndice A

Algebra y calculo

Serie de Taylor

Expandiendo la funcién f(z) alrededor de x = T,

F@+o) = f@) + (@ =D @) + e~ D@ + g @D @ (A
Serie binomial
n 1 2 1 3
(1+=x) =1+nx+an(n—1)x +§n(n—1)(n—2)x +... (A.2)
Regla de Leibnitz
d 8@ B B(x) of(z,y) dg dav
ol feva= | TR a3 swag A

Identidades vectoriales

Ax(BxC)=B(A-C)—C(A -B)

A- BxC)=(AxB)-C=(B-C)x A
(AxB)- (CxD)=(A-C)(B-D)—(A-D)(B-C)
(AxB)x(CxD)=BJA-(CxD)]—AB-(CxD)] =C[A-(BxD)]-DJ|A- (B x C)]

176
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Figura A.1: Sistema cartesiano

Figura A.2: Sistema cilindrico

Sistemas de coordenadas

Cartesiano (figura [A.1)

hi=1 ho=1 hy=1

1T =T T2=Y T3=2Z2

Cilindrico (figura [A.2))

h1:1 hQZT h3:1

T =1r x90=0 x3=12

Esférico (figura[A.3)
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Figura A.3: Sistema esférico

hi=1 hyo=1r hy=rsent
1 =T 1’2:01 ZL’3:92
Operadores diferenciales
Gradiente
1 09, 1 0¢ . 1 0¢
V(b o h1 8561 11 hz 81‘2 12 h3 8333 13
Divergencia
1 0 0 0
A= ——(hahsA —(hgh1 A ——(h1haA:
\% Tl 6x1( 2h3 1)+3x2( 3hy 2)+8x3( 1haAs)
Rotacional
1 hii1  hoiy  hgsis
ViAziol kb
hihghs |,9%1 *2 *3
h1A1 thg h3A3
Laplaciano
1 0 hohs O 0 hshy O o0
V2¢: i 237(;5 _;’_i Bli +7¢
h1h2h3 8.231 hl 8.231 8%2 hg 8.132 8%3 hg
Derivada material
D_o0 U 9 U 9 U 9
Dt - ot hl 8951 h2 81‘2 h3 81‘3

donde la velocidad es U = (Uy, Us, Us).

hihy 09

8%3

)
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n

T

ds \

contorno C'

Figura A.4: Diagrama para el teorema de Stokes
Identidades de operadores

V2A = (V-V)A

V- (VxA)=0
V x (V$)=0
Vx(VxA)=V(V-A)-VA

(AoV)AV<|A2|2)A><(V><A)

Vx(AxB)=A(V-B)—B(V-A)— (A-V)B+ (B-V)A
V.- (AxB)=B-VxA-A - VxB
V(A-B)=(B-V)A)+(A-V)A+B x (VxA)+ A x (V xB)

Teoremas integrales

Teorema de Stokes (ver figura [A.4)

yﬁB-ds=/(vXB).ndA
c s
Teorema de divergencia de Gauss (ver figura [A.5)

/V~B:/B~ndA
\% s
/V~B:/B-ndA
v s

Teorema de Green

179

(A.13)

(A.14)
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n
superficie S

Figura A.5: Diagrama para el teorema de Gauss

/VVQS-V@de:/Agsz/)-ndA—/quV%dV
:/¢V¢-ndA—/¢V2¢dV
A |4

Teorema del gradiente

/VV¢dV:/A¢ndA
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Apéndice B
Ecuaciones de movimiento

Las siguientes ecuaciones son para un fluido incompresible y coeficiente de viscosidad
constante en las formas mas comunes.
Vectorial

Continuidad

dp

8t+V~(pu):0

Navier-Stokes

0
p(u-l—u-Vu) = pf — Vp + uV3u

ot
Cartesiana
Velocidad
u=ui+vj+ wk
Continuidad
ou Ov Ow
eIy B.1
ox + Jy + 0z (B-1)

Navier-Stokes

au+ @+ %+ @ — ,@+ @+@+@ (BQa)
Plot "%z TPy TV ) TP T 5 TH\ B2 T 52 T 922 '
v v Ov o\ dp v 0% 0%
o(g vy oy tug) =g tu(Ga gt aa)
ow ow  Ow  ow\ o Op (0w Pw  Ow (B.2¢)
a " Yor U9 92 ) " P9F T 9, T\ aa2 T B2 T 922 '
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Cilindrica
Velocidad
U = u,e, +ugep + u,e,
Continuidad
dp 10(rpu,) 10(pug) = 0(pu.)
oty o v e O (B3)

Navier-Stokes

) ((‘3ur du,  ug duy u? 8u7.)

a T T e T T e,

2 2
Op 0 (10 1 0%, 20uy O ur} (B 4a)

=s0 e+ r (ol ) + e~ e i
Oug Oug  ug Oug  U,ug Oug
(at”raﬁraw " +“zaz>
B 10p 0 (10 1 02uy 2 Ou, O%ug
_'Og"_+“{87« (rar[m@]>+r2 o2 T2 o0 T o2 (B.4b)
% + % + @auz + %
p " or r 00 Uz 0z

ot
Op 10 Oou, 1 0%u, O%u,
— g, 2P 10 - B.4
P9 3z+'u{r3r (Tar>+r2 002 +5~22 (B.4c)
Esférica
Velocidad
U = ure, + ug, €q, , ug,€q,
Continuidad
1, 50u 1 0 1 0
(p2 2 - = 0 - Y _
72 (r 8r) + rsen f; 00, (ug, sen by + rsen f; 00, (u, =0

Navier-Stokes



Apéndice C

Ecuaciones de termodinamica

Leyes de termodinamica

Primera

Ae + Ae. + Aep = 0q + dw

donde e es la energia interna, e. la energia cinética, e, la energia potencial, 6 y dw el calor
y el trabajo, respectivamente, que entra al sistema, todos por unidad de masa.

Segunda

T ds > dq

donde T es la temperatura, s la entropia especifica. Para un proceso reversible

T ds = dq
Definiciones
Entalpia
h=e+ P
p

donde h es la entalpia, p es la presion, y p es la densidad.
Calores especificos

Oe
C, 37
Oh
C, 37

183
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donde C, y C, son los calores especificos a volumen y presién constantes, respectivamente.
Ecuaciones T ds

T ds =de — % dp (C.2a)
— dh - % dp (C.2b)
Gas perfecto
Ecuacién de estado
p = pRT
Relaciones
Cy = 3—; (C.3)
Cp = % (C.4)
v= Cf: (C.5)
R=C,-C, (C.6)
T
ds—CvdT—R% (1)
—c, % “R % (C.8)
(C.9)
Para un proceso isentrépico
L=k (C.10a)
pT/ 0N = K, (C.10b)
va—l = K3 (C.10¢)

donde K, K5 y K3 son constantes.



Apéndice D
Preguntas adicionales

1. Dado el campo de velocidad
U(z,y,2,t) = (z2% +y)i — (y27)j + (2xy — 3tk

obtenga el vector de velocidad en el punto (1,3,2), en el instante t = 1 y la magnitud
de la velocidad. [U(1,3,2,1) = 7i — 12j + 3k; |U| = v/202]

2. La distribucién de las fuerzas de cuerpo por unidad de masa para el cubo en la figura
estd dada por B = 6zi+ 6j. El campo de la densidad del material es p = z +y + 2.
Determine la fuerza de cuerpo total si cada lado es de una unidad de longitud. [5i+9j].

3. Muestre que en coordenadas polares las lineas de corriente son la solucién de

dr rd

U. Uy

4. En el flujo plano: U, = Uycos(1 — a?/r?) ; Ug = —Upsend(1 + a?/r?), encuentre la
linea de corriente que pasa por (r,0) = (2a,7/2). [r/(r? — a?®) = (2/3a) sen 0]

5. Considere el flujo bidimensional U = (1 + z)i+ (z + y)j Determine : las lineas de flujo
que pasan por (1,1). [y = (2® +5)/(3(1 + z))]

6. Calcule el vector vorticidad del flujo en
U(z,y, z,t) = (22 + y)i = (y2°)j + 22y — 3)k
en el punto (1,3,2). [14i — 2j + K]

7. Para un flujo laminar entre dos placas paralelas estacionarias, la velocidad del fluido
esta dada por U = Up[l — (z/b)?]i.

Encuentre y grafique la distribucién de vorticidad. [—Upy(2z/b%)j]
8. Para el flujo
U = (22 + 3y + 62)i+ (z + 2y)j + (z — 2y — 42)k

determine: (a) el campo de vorticidad; (b) la circulacién alrededor de un cuadrado con
vértices en (0,0,0),(1,0,0),(1,1,0) v (0,1,0). [(a) —2i + 5j — 2k; (b) —2]

185
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10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.

Figura D.1: Corriente de liquido

Para el flujo del problema [62| encuentre (a) el tensor de vorticidad, (b) el tensor de
rapidez de deformacion, (c) el tensor de gradiente de velocidad.

51 T4 4 71 [2 3 6
-2 0 2|;]4 4 =2[;]t 2 o0
o |7 -2 =8| [1 -2 -4

En el flujo del problema [61] encuentre las componentes del tensor de rapidez de defor-
macién que existen. [e13 = e3; = —U02z/b%

Verifique que el flujo del problema [5§] es irrotacional para r > a.

Viviendo en un sistema de referencia el cual es casi inercial estamos acostumbrados a
sostener nuestro vaso mas o menos directamente debajo de la botella invertida mientras
se sirve la cerveza. En la figura para una separacién vertical dada L, jdonde debe
poner su vaso cuando viaja en un tren acelerado a?

Se deja caer una masa desde una torre de 100m de altura en la ciudad de México.
Tomando en cuenta la aceleracién de la gravedad y la aceleracion de Coriolis debida a
la rotacién de la tierra, encuentre la desviacion de la masa con respecto a una vertical
cuando llega al piso. [6.183 cm]

Una masa se hace girar atada a un cordel con una velocidad angular de 120 rev/min,
calcular su aceleracién en un sistema inercial si el cordel tiene una longitud de 1m
desde el centro de giro a la masa. [158 m/s?].

Sobre una ruleta que gira a 1 rad/seg, una pelota que se encuentra en la posicién
r = 4i + 3j m tiene una velocidad U = 2i m/s con respecto a la ruleta. Encuentre la
velocidad y aceleracién en un sistema fijo en el instante que ambos sistemas coinciden.
[—i+ 4; —4i+ ]

Se desea construir el modelo de un rio en el cual se considera el nimero de Froude
como el grupo adimensional més importante. El rio tiene una profundidad media de
2 m, y la velocidad media del flujo es de 0.3 m/s. Si se quiere construir el modelo con
una profundidad de 5 c¢m, encuentre la velocidad media del flujo en el mismo. [U =
0.047 m/s].
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Dado el campo de velocidad
U(z,y, z,t) = (22 + y)i — (y2°)j + (2zy — 3)k

obtenga el vector de velocidad en el punto (1,3,2), en el instante ¢t = 1 y la magnitud
de la velocidad. [U(1,3,2,1) = 7i — 12j + 3k; |U| = v/202]

Encuentre la diferencia de presiones (interior y exterior) en la burbuja esférica de aire
en agua de radio R y coeficiente de tensién superficial en la interfase [Ap = 20/R)]

Una fuerza F = 10i + 4j + 3k expresada en kgg actiia sobre un area de 10 centimetros
cuadrados que se localiza en el plano yz. Encuentre (a) las componentes normal y
tangencial de la fuerza y sus magnitudes, (b) los esfuerzos tangencial y normal. [(a)
F, = 10i, F, = 4j+3k, | F,,| = 10kgy, |F}| = bkgg; (b) 0, = 1kg/cm?, 0y = 0.5kg; /cm?]

;,Cudl es el incremento de presién necesario para variar el volumen en uno por cien-
to del volumen total de un liquido cuyo moédulo de elasticidad volumétrico es 8. =
104kg; /em?? [Ap = 100kg; /cm?]

Muestre que en coordenadas polares las lineas de corriente son la solucién de

ﬁ rdf

U. Uy

En el flujo plano: U, = Ugycos(1 — a?/r?) ; Uy = —Usend(1 + a?/r?), encuentre la
linea de corriente que pasa por (r,0) = (2a,7/2). [r/(r? — a?) = (2/3a) sen 6

Considere el flujo bidimensional U = (1 + z)i+ (z 4+ y)j Determine : las lineas de flujo
que pasan por (1,1). [y = (2® +5)/(3(1 + z))]

Calcule el vector vorticidad del flujo en
U(z,y, z,t) = (22 + y)i — (y2°)j + (2zy — 3)k
en el punto (1,3,2). [14i — 2j + K]

Para un flujo laminar entre dos placas paralelas estacionarias, la velocidad del fluido
esta dada por U = Up[l — (2/b)?]i.

Encuentre y grafique la distribucién de vorticidad. [—Upy(2z/b%)j]
Para el flujo
U= 2zx+3y+62)i+ (x+2y)j+ (z —2y —42)k

determine: (a) el campo de vorticidad; (b) la circulacién alrededor de un cuadrado con
vértices en (0,0,0),(1,0,0),(1,1,0) ¥ (0,1,0). [(a) —2i + 5j — 2k; (b) —2]

Para el flujo del problema [62f encuentre (a) el tensor de vorticidad, (b) el tensor de
rapidez de deformacion, (c) el tensor de gradiente de velocidad.

0 2 5] [4 4 772 3 6
-2 0 2|;]4 4 =2|;{1t 2 o0
-5 -2 0| |7 -2 =8| |1 —2 -4



APENDICE D. PREGUNTAS ADICIONALES 188

28.

29.
30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

En el flujo del problema [61] encuentre las componentes del tensor de rapidez de defor-
macién que existen. [e13 = e3; = —U02z/b%

Verifique que el flujo del problema [5§| es irrotacional para r > a.

Se deja caer una masa desde una torre de 100 m de altura en la ciudad de México.
Tomando en cuenta la aceleracién de la gravedad y la aceleracion de Coriolis debida a
la rotacién de la tierra, encuentre la desviacion de la masa con respecto a una vertical
cuando llega al piso. [6.183 cm]

Una masa se hace girar atada a un cordel con una velocidad angular de 120 rev/min,
calcular su aceleracién en un sistema inercial si el cordel tiene una longitud de 1 m
desde el centro de giro a la masa. [158 m/s?].

Sobre una ruleta que gira a 1 rad/seg, una pelota que se encuentra en la posicién
r = 4i + 3j m tiene una velocidad U = 2i m/s con respecto a la ruleta. Encuentre la
velocidad y aceleracién en un sistema fijo en el instante que ambos sistemas coinciden.
[—1+4j; —4i+j)

Muestre que en coordenadas polares las lineas de corriente son la solucién de

ﬂ rdf

U. Uy

En el flujo plano: U, = Uycos(1 — a?/r?) ; Uy = —Upsend(1 + a?/r?), encuentre la
linea de corriente que pasa por (r,0) = (2a,7/2). [r/(r? — a?) = (2/3a) sen 0]
(

Considere el flujo bidimensional U = (14 )i+ (z + y)j Determine : las lineas de flujo
que pasan por (1,1). [y = (2® +5)/(3(1 + z))]

Calcule el vector vorticidad del flujo en
U,y 2, t) = (22° + )i — (y2°)j + (2zy — 3t)k
en el punto (1,3,2). [14i — 2j + K]

Para un flujo laminar entre dos placas paralelas estacionarias, la velocidad del fluido
estd dada por U = Up[1l — (2/b)?]i.

Encuentre y grafique la distribucién de vorticidad. [—Up(2z/b%)j]
Para el flujo
U= 2zx+3y+62)i+ (xr+2y)j+ (z —2y —42)k

determine: (a) el campo de vorticidad; (b) la circulacién alrededor de un cuadrado con
vértices en (0,0,0),(1,0,0),(1,1,0) y (0,1,0). [(a) —2i + 5] — 2k; (b) —2]

Para el flujo del problema [62f encuentre (a) el tensor de vorticidad, (b) el tensor de
rapidez de deformacion, (c) el tensor de gradiente de velocidad.
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En el flujo del problema [61] encuentre las componentes del tensor de rapidez de defor-
macién que existen. [e13 = e3; = —U02z/b%

Verifique que el flujo del problema [5§| es irrotacional para r > a.

Se deja caer una masa desde una torre de 100m de altura en la ciudad de México.
Tomando en cuenta la aceleracién de la gravedad y la aceleracion de Coriolis debida a
la rotacién de la tierra, encuentre la desviacion de la masa con respecto a una vertical
cuando llega al piso. [6.183 cm]

Una masa se hace girar atada a un cordel con una velocidad angular de 120 rev/min,
calcular su aceleracién en un sistema inercial si el cordel tiene una longitud de 1m
desde el centro de giro a la masa. [158 m/s?].

Sobre una ruleta que gira a 1 rad/seg, una pelota que se encuentra en la posicién
r = 4i + 3j m tiene una velocidad U = 2i m/s con respecto a la ruleta. Encuentre la
velocidad y aceleracién en un sistema fijo en el instante que ambos sistemas coinciden.
[—1+4j; —4i+j)

Muestre que en coordenadas polares las lineas de corriente son la solucién de

ﬂ rdf

U. Uy

En el flujo plano: U, = Uycos(1 — a?/r?) ; Uy = —Upsend(1 + a?/r?), encuentre la
linea de corriente que pasa por (r,0) = (2a,7/2). [r/(r? — a?) = (2/3a) sen 0]
(

Considere el flujo bidimensional U = (14 )i+ (z + y)j Determine : las lineas de flujo
que pasan por (1,1). [y = (2® +5)/(3(1 + z))]

Calcule el vector vorticidad del flujo en
U,y 2, t) = (22° + )i — (y2°)j + (2zy — 3t)k
en el punto (1,3,2). [14i — 2j + K]

Para un flujo laminar entre dos placas paralelas estacionarias, la velocidad del fluido
estd dada por U = Up[1l — (2/b)?]i.

Encuentre y grafique la distribucién de vorticidad. [—Up(2z/b%)j]
Para el flujo
U= 2zx+3y+62)i+ (xr+2y)j+ (z —2y —42)k

determine: (a) el campo de vorticidad; (b) la circulacién alrededor de un cuadrado con
vértices en (0,0,0),(1,0,0),(1,1,0) y (0,1,0). [(a) —2i + 5] — 2k; (b) —2]

Para el flujo del problema [62f encuentre (a) el tensor de vorticidad, (b) el tensor de
rapidez de deformacion, (c) el tensor de gradiente de velocidad.
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En el flujo del problema [61] encuentre las componentes del tensor de rapidez de defor-
macién que existen. [e13 = e3; = —U02z/b%

Verifique que el flujo del problema [5§| es irrotacional para r > a.

Se deja caer una masa desde una torre de 100m de altura en la ciudad de México.
Tomando en cuenta la aceleracién de la gravedad y la aceleracion de Coriolis debida a
la rotacién de la tierra, encuentre la desviacion de la masa con respecto a una vertical
cuando llega al piso. [6.183 cm]

Una masa se hace girar atada a un cordel con una velocidad angular de 120 rev/min,
calcular su aceleracién en un sistema inercial si el cordel tiene una longitud de 1m
desde el centro de giro a la masa. [158 m/s?].

Sobre una ruleta que gira a 1 rad/seg, una pelota que se encuentra en la posicién
r = 4i + 3j m tiene una velocidad U = 2i m/s con respecto a la ruleta. Encuentre la
velocidad y aceleracién en un sistema fijo en el instante que ambos sistemas coinciden.
[—1+4j; —4i+j)

Muestre que en coordenadas polares las lineas de corriente son la solucién de

ﬂ rdf

U. Uy

En el flujo plano: U, = Uycos(1 — a?/r?) ; Uy = —Upsend(1 + a?/r?), encuentre la
linea de corriente que pasa por (r,0) = (2a,7/2). [r/(r? — a?) = (2/3a) sen 0]
(

Considere el flujo bidimensional U = (14 )i+ (z + y)j Determine : las lineas de flujo
que pasan por (1,1). [y = (2® +5)/(3(1 + z))]

Calcule el vector vorticidad del flujo en
U,y 2, t) = (22° + )i — (y2°)j + (2zy — 3t)k
en el punto (1,3,2). [14i — 2j + K]

Para un flujo laminar entre dos placas paralelas estacionarias, la velocidad del fluido
estd dada por U = Up[1l — (2/b)?]i.

Encuentre y grafique la distribucién de vorticidad. [—Up(2z/b%)j]
Para el flujo
U= 2zx+3y+62)i+ (xr+2y)j+ (z —2y —42)k

determine: (a) el campo de vorticidad; (b) la circulacién alrededor de un cuadrado con
vértices en (0,0,0),(1,0,0),(1,1,0) y (0,1,0). [(a) —2i + 5] — 2k; (b) —2]

Para el flujo del problema [62f encuentre (a) el tensor de vorticidad, (b) el tensor de
rapidez de deformacion, (c) el tensor de gradiente de velocidad.
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En el flujo del problema [61] encuentre las componentes del tensor de rapidez de defor-
macién que existen. [e13 = e3; = —U02z/b%

Verifique que el flujo del problema [58] es irrotacional para r > a.

Se deja caer una masa desde una torre de 100 m de altura en la ciudad de México.
Tomando en cuenta la aceleracién de la gravedad y la aceleracion de Coriolis debida a
la rotacién de la tierra, encuentre la desviaciéon de la masa con respecto a una vertical
cuando llega al piso. [6.183 cm]

Una masa se hace girar atada a un cordel con una velocidad angular de 120 rev/min,
calcular su aceleracién en un sistema inercial si el cordel tiene una longitud de 1m
desde el centro de giro a la masa. [158 m/s?].

Sobre una ruleta que gira a 1 rad/seg, una pelota que se encuentra en la posicién
r = 4i 4+ 3j m tiene una velocidad U = 2i m/s con respecto a la ruleta. Encuentre la
velocidad y aceleracion en un sistema fijo en el instante que ambos sistemas coinciden.
[—i+4j; —4i+]j]

El potencial de velocidad para un flujo tridimensional con simetria axial es

c
¢ = — cost
r

en donde ¢ es una constante. Obtener la correspondiente funcién de corriente.

Investigue el flujo correspondiente al potencial:

¢ = —k(z? +y* —227)
Encuentre la distribuciéon de presiones y los puntos de estancamiento.
Investigue el flujo correspondiente al potencial:

b= —k(z? +y* —22%)
Encuentre la distribucién de presiones y los puntos de estancamiento.
Investigue el flujo correspondiente al potencial:

¢ = —k(a® +y* —22%)

Encuentre la distribucién de presiones y los puntos de estancamiento.
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