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Zu den bemerkenswertesten Ergebnissen der Forschung des letzten 
Jahrhunderts fiber Thermodynamik muB wohl die Erkenntnis gezahlt 
.werden, daB sich diese Disziplin frei von jeder Hypothese begriinden laSt, 
die man nicht experimentell verifizieren kann. Der Standpunkt, auf 
welchen sich die meisten Autoren seit funfzig Jahren nach den groBen 
Entdeckungen von R. Mayer, den Messungen von J oule und den grund­
legenden Arbeiten von Clausius und von W. Thomson stellen, ist etwa 
folgender: 

Es giht eine physikalische GroBe, die mit den meehanischen· GroBen 
(Masse, Kraft, Druck usw.) nicht identisch ist, deren Anderungen man 
dur~h kalorimetrische Messungen bestimmen kann und die :man Warme 
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nennt. Die Warme hat die Eigenschaft, unter gewissen U mstanden mit 
gewohnlicher mechanischer Arbeit vergleichbar zu sein, und geht ferner, 
wenn zwei Korper von verschiedener Temperatur sich beriihren, immer 
vom warmeren zum kalteren iiber, aber nie umgekelirt. 

Obgleich nun fiber das Wesen der Warme keine anderen Voraus­
setzungen gemacht wurden, konnte eine Theorie aufgebaut werden, die 
samtlichen Resultaten der Erfahrung gerecht wird. Das Verstandnis dieser 
Theorie wurde spater durch die Einfuhrung eines neuen Begriffes erleichtert, 
dessen Wichtigkeit fiir die ganze Physik sich allmahlich herausgestellt 
hatte, der Energie. Diese physikalische GroBe hat die Eigenschaft, nur 
von dem augenblicklichen Zustande der verschiedenen betrachteten Sub­
stanzen abzuhangen, ein Vorzug, der der Warme nicht zukam. 

Der erste Hauptsatz der Warmetheorie gestaltete sich jetzt zu einer 
Definition der Energie und besagte, daB diese GroBe in jedem konkreten 
Faile mit Hilfe von mechanischen und kalorimetrischen Messungen be­
stimmt werden kann. 

Nun haben aber verschiedene Autoren schon bemerkt, daB diese Auf­
fassung eine Uberbestimmtheit in sich birgt. *) Man kann die ganze 
Theorie ableiten, ohne die Existenz einer von den gewohnlichen mechanischen 
Grof3en abweichenden physikalischen Grof3e, der Wiirme, vorauszusetzen. 

Dieses in allen Einzelheiten moglichst klar darzulegen ist del' Zweck 
der vorliegenden Arbeit. Man kann naturlieh eine physikalische Theorie 
auf sehr verschiedenen Wegen auseinandersetzen. Ieh habe eine Anordnung 
der Sehliisse gewahlt, die moglichst wenig von den klassischen Beweisen 
abweieht und zugleich den Parallelismus erkennen BiBt, der notwendig 
zwischen, den Behauptungen der Theorie und den Bildern, welche die 
wirklich ausgefuhrten Messungen liefem, existieren muB. 

Das wesentliche Merkmal der hier gegebenen Darstellung beruht 
darauf, daB die Begriffe "adiabatiseh" und "adiabatiseh isoliert" nieht wie 
ublich auf den Begriff der Energie zuruckgefiihrt, sondern dureh phy­
sikalisehe Eigenschaften definiert werden. Dann kann man das Axiom 
des ersten Hauptsatzes so ausspreehen, daB es genau der Jouleschen 
Versuchsanordnung entspricht, ,wenn man das hierzu benutzte Kalori­
meter als ein adiabatiseh isoliertes System ansieht. 

Fur das Axiom des zweiten Hauptsatzes habe ieh eine Definition 
gewiihlt, die der Planekschen sehr verwandt ist; nur muBte letztere in 
geeigneter Weise modifiziert werden, urn die Tatsaehe zu berncksichtigen, 

*) Encyk10padie dermathem. Wiss. V 3. Bryan, Thermodynamik p. 81. J. Perxiu, 
Le conteuu essentiel des principes de 181 thermodynamique. Bullet. de 181 soc. fraul(. 
de philos. T. VI, 1906, p. 81. 
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daB Warme und Warmemenge in unserer Darstellungsweise noch gar 
nicht definiert sind. 

Die Bedingungen, unter weJehen eine adiabatische Zustandsanderung 
reversibel ist, oder vielmehr ein System hinreichender Bedingungen, damit 
dies der Fall sei, habe ieh ausfuhrlieh untersueht. So kam ieh zu del' 
Definition von gewissell thermodynamischen Systemen, die man "einfaeh" 
nennen kann, weil sie sieh genau so behandeln lassen wie die einfaehsten 
Systeme, die in del' Thermodynamik bekannt sind. Diese Bezeichnung 
weicht von derjenigen ab, die Bryan in seiiJem oben zitierten Encyklo­
padieartikel *) eingefuhrt hatte. 

Endlich IDuBte, um von Anfang an Systeme von beliebig vielen 
Freiheitsgraden behandeln zu konnen, statt des Carnotschen Kreisprozesses, 
der sonst immer gebraueht wird, abel' nur fiir Systeme mit zwei Graden 
der Freiheit anschaulich und leieht zu beherrschen ist, ein Satz aus der 
Theorie der Pfafl'schen Differentialgleiehungen benutzt werden, fur welchen 
ein einfaeher Beweis im vierten Absebnitte gegeben ist. 

Zum SchluB mochte ich noch darauf aufmerksam machen, daB der 
Begriff der Temperatur nicht von vornherein unter die Koordinaten auf~ 
genommen wurde, sondern erst als eine Folge von gewissen Bedingungs ... 
gleichungen, welehe pag. 372 aufgestellt werden, anzusehen ist. Die Grtinde, 
warum diese Auffassung der Temperatur hier bevorzugt wurde, sind im 
SchluBabsehnitte kurz angedeutet worden, sie entspringen aus gewissen 
LTberlegungen, zu denen die Strahlungserscheinungen AniaB geben. 

1. Definitionen. 

In der folgenden Untersuchung handelt es sich um die Beschreibung 
der thermisehen Eigenschaften von System en , die aus verschiedenen 
chemischen Substanzen bestehen. 

Die allgemeinen Prinzipien, nach welchen wir diese Beschreibung 
erreichen wollen, kommen aber schon in ihrer vollen Allgemeinheit zum 
Vorschein, wenn wir, urn uns kiirzer zu fassen, das Problem spezialisieren 
und dieselben Voraussetzungen roachen wie etwa Gi b bs im ersten Teile' 
seiner grundlegenden Abhandlung "On the equilibrium of heterogeneous 
substances". **) 

Wie man dann auch weitere Fragen mit dies en selben Prinzipien 
behandeln kann, werden wir am Ende del' Arbeit andeuten. 

Mit dem 0 ben genannten Autor wollen wir also postulieren ***) , daB 

*) a. a. O. p. 80 . 
•• ) J. W. Gib bs: Scientifio Papers Vol. I, p. 55. 

*"'*) a. a. O. p. 62. 
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Systeme S vorliegen, die jedesmal, wenn sie sich im Gleichgewichte be­
Bnden, aUB einer endlichen Anzahl a fl.iissiger oder gasformiger homogener 
Medien - den ,,Phasen" 

fJJv. fJJ2' "', fJJ a 
des Systems - bestehen, und daB auBerdem Fernkrafte wie die Schwere 
sowie auch elektromagnetische und Kapillarkrafte zu vernachlassigen sind. *) 

Die Systeme S, die wir betrachten, werden nun dadurch definiertr 
daB wir ihnen gewisse "Zeichen" zuordnen, deren Gesamtheit das System 
'Vollstandig charakterisieren soli. 

Wir betrachten zu diesem Zwecke irgend eine Gleichgewichtslage 
von S und fassen ihre Phasen 

fJJv fJJ2' "', fJJa 
nach einander ins Auge. Jeder dieser Phasen fPi <ordnen wir zwei Arten 
von Zeichen zu: einerseits gewisse Merkmale, durch welche qualitativ die 
chemische Zusammensetzung von fPi festgelegt wird, so daB also die ver­
schiedenen Substanzen und Verbindungen, die in fPi vorkommen, aufgezahlt 
werden, andererseits Zahlen, die man durch Messungen erhalt. Diese 
Zahlen stellen folgende Gro.6en dar: 

a) das Gesamtvolumen ~ der Phase fJJp 
b) den Druck PH den die betrachtete Phase auf die sie beriihrenden 

Korper ausiibt, 
c) die Mengen 

mH , m2i, • ", m{1i' 

der verschiedenen Substanzen und Verbindungen, die in jeder V olumen­
einheit von fJJt auftreten. 

Besteht z. B. die erste Phase fIJi aus einer Lasung von Kochsalz in 
Wasser, so ware eine bestimmte Gleichgewichtslage diesel' Phase durch 
die Zahlen Vl1 Pl und eine symbolische Gleichung Wle 
(1) flJ1 = mll H2 0 + m21 NaOl 
fur unsere Theorie vollstandig charakterisierl. 

(2) 

Durch symbolische Gleichungen wie (1) und die Gesamtheit der Zahlen 

i = 1, 2", " a, 

u==1,2,.~.,p 

werden nun zwar samtliche Phasen fPi einzeln charakterisiert, das gauze 
System S dagegen noch nicht; wir mussen zu diesem Zwecke die Eigen­
schaften von S beriicksichtigen, die durch die Beriihrung der verschie­
den en Phasen untereinander resp. mit den Wanden der sie enthaltenden 
Gef'a.Be entstehen. 

*) Die Folgen dieser heiden letzten Voraussetzungen kommen erst im zweiten 
Paragraphen zum Vorschein. 
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Dabei setzen wir die Masse dieser Wande als so klein voraus, daB 
unsere spateren Resultate nicht durch die Tatsache beeilltrachtigt werden, 
daB wir die Wande selbst nicht unter den Phasen fIJi aufgenommen hahen. 
Bei einer allgemeineren Theorie, bei welcher auch feste isotrope und 
kristallinische Rorper unter den Phasen vorkommen koonen, wurde diese 
Beschrankung von selbst fallen. 

Die physikalischen Eigenschaften der Wande del' GefaBe, welche eine 
odeI' mehrere Phasen enthalten, sind nun sehr verschiedenartiger Natur. 

Ein solches GefaB r kann z. B. die Eigenschaft haben, daB die inner­
halb r sich befindenden ~hasen im Gleichgewichte bleiben und die fur 
diese Phasen aufgestellten Zahlen (2) ihren Wert beibehalten, wenn man 
die auBerhalb des GefaBes sich befindenden Korper irgendwie unter der 
einzigen beschrankenden Bedingung verandert, daB r in Ruhe bleiben soll 
und seine ursprungliche Gestalt beibehalt. Eine" Thermosflasche" ware 

, ein handgreifliches Beispiel eines derartigen GefaBes. Ich will aber auS­
driicklich noch betonen, daB die Wande von r nicht starr zu sein brauchen, 
ja da.B man ein vollkommen deformierbares GetaB r sich denken kann, 
welches die oben erkHirten Eigenschaften besitzt; nur mussen dann die 
Veranderungen der auBerhalb r sich benndenden Korper auf 801che be­
schrankt werden, bei denen die auf r ausgeiibten Drucke derart sind, daB 
es sich nicht deformiert. 

Ein mit diesen Eigenschaften ausgestattetes GefaB soll "adiabatisch" ge­
nannt werden und die in ihm enthaltenen Phasen sind "adiabatisch isoliert". 

Beruhren sich zwei Phasen flJl und flJs langs einer starren adiaba­
tischen Wand, so wird nach Analogie mit dem Vorhergehenden keine Be­
dingungsgleichung zwischen v;. , Pv mr.1 und V2 , Ps, md wegen dieser Be­
ruhrung entstehen; zwei beliebige Gleichgewichtslagen fur die auf beiden 
Seiten del' Wand sich befindenden Phasen von S konnen m. a. W. 
koexistieren. 

Bei anderen starren Wanden kommt es abel' VOl', daB Gleichgewicht 
uberhaupt nul' dann bestehen kann, wenn eine oder mehl'ere Relationen 
der Form 
(3) F(Vl1 Pl1 mx1 ; V2 , Ps, tnxS) = 0 
erfullt sind. Man sagt dann, daB die Wand "durchUtssig" ist. Eine 
Wand kann entweder nur "fiir Warme~' durchlassig sein oder auch au.Ber­
dem fur einige der chemischen Substanzen, die sie beriibren, oder es 
liegen noch kompliziertere Verbaltnisse vor. Was unter jedem dieser 
verschiedenen Ausdrucke gemeint ist, muB jedesmal genau de{iniert werden, 
indem man jedesmal experimentell die Bedingungsgleichungen der Form (3) 
aufstellt, welche die thermodynamischen Eigenscbaften der zu untel'­
suchenden Wand beschreiben. Bei nicht starren Wanden kommt noch 
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die Bedingung hinzu, daB der Druck auf ihre beiden Seiten del' gleiche 
sein muB. 

Es bestehen gleichfalls notwendige Bedingungen der Form (3) fur 
das Gleichgewicht, wenn keine materielle Wand zwischen den Phasen CPl 
und fP2 sich befindet und diese Phasen sich direkt beruhren. 

Die Erforschung ailer derartiger Beziehungen, soweit sie in der 
N atur vorkommen, bildet eine der Hauptaufgaben del' messenden Thermo· 
dynamik, und wir werden weiter unten die wichtigste unter ihnen ins 
Auge fassen. 

VorHiufig genugt es uns aber zu wissen, daB, wenn man (um die Be· 
zeichnungell zu vereinfachen) die Zahlenreihe (2) einheitlich mit 

(4) 

bezeichnet, gewisse voneinander unabhangige Gleichungen 

Fl (co, Cv . . " C n + l) = 0 , 

(5) F2 (co, Cl , .. " Cn+l) = 0, 

Fl(cO, Cu .. " cn +.<) = 0 

zwischen diesen Zahlen notwendig erfliilt sein mussen, damit Gleichgewicht 
bestehe. 

Wir roachen jetzt die VoraU8setzung, daB wir alle derartige Gleich· 
gewichtsbedingungen, die fur S gelten, experimentell bestimmen konnen, 
d. h. da.B man fur jede Kombination von Zahlen (4), welche die Gleichungen 
(5) befriedigen, Gleichgewichtslagen herstellen kann, die diesen Zah1en 
entsprechen. In jedem konkreten Falle kann, wie die Erfahrung bestatigt, 
diese V oraussetzung erfullt werden. 

Definition I. Zwei Systeme S und S' sollen "aquivalent" ge­
nannt werden, wenn eine -ei'lQ,eindeutige Beziehung zwischen ?'hren Phasen 
im S£nne iier Gleiehung (1) besteht und wenn ferner die einander ent· 
sprechenden Koeffizienten Ci , c/ denselben oder mathemaUsch aquivalenten 
Bedingungen (5) unterworfen sein mussen, damit Gleichgewicht moglich sei. 

Zwischen aquivalenten System en soIl im Fo1genden nicht unter­
schieden werden. Die "Zeichen", welche unser System S definieren, sind 
daher einel'Seits sym bolische Gleichungen wie (1), andererseits das 
Gleichungssystem (5). 

Wir fugen nun dem System (5) (n + 1) Gleichungen del' Form 

Go (co , Cv .. " cn+,t) = xo, 

(6) Gl(CO, Cv "', cn+.<) = Xl' 
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hinzu. Die Funktionen Gt sollen derart gewahlt sein, daB, wenn man 
die ci innerhalb der in der Praxis vorkommenden Grenzen variiert und 
zugleich die Bedingungen (5) berucksichtigt, eine eineindeutige Beziehung 
zwischen den moglichen Wertsystemen flir 

Co, Cv •• " cn +l 

und den ihl1en entsprechenden 

Xo' Xu •• " xn 

bestehe. Dazu ist notwendig (aber nicht hinreichend), daB die Funktional­
determinante 

c(Go' GI , •• " a tl ; F I , P!" . " p"}) 
j) (co, C1 , • • . I Cn H) -

fur samtliche in Betracht kommende Werte von ci von Null verschieden 
sei.*) Daher kann man hier das Gleichungssystem (5), (6) nsch den cj 

auflosen und die ci als Funktionen 

(7) 

betrachten, die in ([)) eingesetzt dieses Gleichungssystem identisch 
befriedigen. 

DUTch die eineindeutige Beziehung zwischen den verschiedenen mog­
lichen Gleichgewichtslagen VOll S und den Wertsystemen der Zahlenreihe 

(8) 

haben Wlr die Mittel gewonnen, urn die!3e Gleichgewichtslagen unterein­
ander zu vergleichen und sie durch "allgemeine Koordinaten" analog 
denen, die in der Mechanik gebraucht werden, darzustellen. 

Jedem Wertsysteme der Zahlen (8) entspricht, wie man sagt, ein 
"Zustand(' des Systems S, und wir wollen fur die Zahlen Xi selbst den 
N amen "Zustandskoordinaten" einfiihren. 

Es ist bequem, urn die Sprache der Geometrie im Folgenden ge­
brauchen zu konnen, die Zustandskoordinaten als cartesische Koordina.ten 
aines (n + l)-dimensionalen Raumes anzusehen; daun entspricht jedem 
Zustande von S ein Punkt dieses mehrdimensionalen Raumes, und die 
Gesamtheit der in Betracht kommenden Gleichgewichtslagen ist a.uf ein 
gewisses Gebiet G dieses Raumes eineindeutig abgebildet. 

Es gilt der folgende, das Friibere zusammenfassende Satz: 
Definition II. Zur Charakterisicrung der Gleichgewichtslagen eines 

.) Das Nichtverschwinden der Funktionaldeterminante hat niLmlich nur die aine 
Folge, daB eine eineindeutige Beziehung zwischen den C und den x "im kleinen", 
d. h. in der Umgebung jedes einzelnen Punktes besteht, besagt aber nicht, daB das 
Gebiet der x sich nicht uberdeckt. 

Mathem&tische Anna.len. LXVII. 2-1 
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Systems kommen ausschliefjlich die Zustandslco01'dinaten (8) in Bet1'acht, 
und $wei aquivalente Systeme, fur welche diese Grof3en ubereinstimmen, 
sollen vom Standpunkte der Thermodynamik identische Gegenstande sein. 

Wir betrachten nUll "Zustandsanderungen" des Systems S, d. h. Uber­
gange von einer Gleichgewichtslage zu einer anderen. Zustandsanderungen 
werden, genau so wie die Gleichgewichtslagen, durch gewisse Zeichen 
charakterisi ert. 

Ala solche sind die Koordinaten des Anfangs- und die des End­
zUBtandeB zu betrachten. Ferner kommt eine weitere GroBe in Betracht, 
die jeder Zustandsanderung zugeordnet ist, und die man die auBere Arbeit 
nennt; diese GroBe, die' wir mit A bezeichnen, soli bei den hier be­
trachteten System en ausschlieBlich von den Deformationen in der auf3eren 
Gestalt von S herruhren. *) Sie soil mit der mechanischen Arbeit 
identisch sein, welche diejenigen Krafte liefern, die S wahrend del' be­
trachteten Zustandsanderung auf die auBerhalb liegenden (abel' das System 
beriihrenden) Korper ausiiht. Die physikalische Bedeutung dieser Krafte 
ist kist', und man kann auch A durch geeignete mechanische V orrichtungen, 
wie man sie in der Technik bei der Prufung von Dampf- und Gasmotoren 
anwendet, jederzeit messen. 

Endlich aber ordnen wir den Zustandsanderungen noch ein Mel'kmal 
~u. Wenn namlich wiihrend der ganzen Zeitdauer einer Zustandsanderung 
das System S sdiabatisch isoliert gewesen ist, so soIl diese Zustands­

,anderung selbst eine adiabatische genannt werden; die adiabatischen Zu­
stanqsiinderungen sollen eine beson dere KIasse bilden. 

Wir gelangen 80 zu folgender Definition: 
Definition III. Jede Zustandsanderung wird durch die Koordinaten 

des Anfangs- und die des Endzustandes, durch die von ihr geleistete auf3ere 
Arbeit und durch die Angabe, ob sie adiabatisch 1·st oder nicht, charakterisiert. 

2. A.xiome. 

Fur die im vorhergehenden Paragraph en erkIarten Begriffe gelten 
gewisBe Axiome, d. h. Verallgemeinerungen von Erfahrungstatsachen, die 
unter besonders einfachen Umstanden beobachtet werden. Die Thermo­
dynamik kennt zwei von einander unabhangige derartige Axiome. 

Das erate von ihnen bildet die Grundlage des sogenannten "era ten 
Hauptsatzes" der Warmetheorie, und iet nichts anderes als ein Auedruck 
fur das allgemeine Energieprinzip bei, den von uns betrachteteh Systemen. 

Wir wollen ihm folgende Fassung geben: 

*) Dies folgt a.UB der Ta.tsache, daB wir die Fernkrafte vernachlassigen. 
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Axiom I: Jeder Phase fJJi eines Systemes S ist ~m Gleichgewicht 
eine Funktion Cj der GrofJen (2) 

~,Po mxi 

zugeordnet, die dem Gesamtvolumen ~ dieser Phase proportional ist und 
die innere Energie dieser Phase heifJt. 

Die Summe 
E = Cl + f2 + ... + fa' 

iiber die Gesamtheit der Phasen erstreckt, heif3t die innere Energie des Systems. 
Bei jeder adiabatischen Zustandsiinderung list die um die aufJere Arbeit 

A ver'mehrte Energieanderung gleich Null; also in Zeichen, wenn man mit 
f und Eden An/'angs- und den Endwert der Energie bezeichnet: 

(9) E - E + A = O. 

In der soeben gegebenen Formulierung des ersten Hauptsatzes sind 
die am Anfang der Arbeit gemachten Voraussetzungen enthalten, daB 
weder Fern- noch Kapillarkrafte betrachtet werden sollen. Wiirden namlich 
z. B. Kapillarkrafte zu beriicksichtigen sein, so wiirde das soviel heiBen, 
daB die Summe iiber die verschiedenen Volumenenergien der Phasen noch 
nicht die Gesamtenergie f von S darstellt, und daB man dieser Summe 
noch gewisse Glieder hinzufiigen miiBte, die von den Trennungsflachen 
zwischen den Phasen herriihren. Und wenn Fernkrafte zwischen den Ph as en 
bemerkbar waren, so wiirden ebenfalls neue Glieder hinzukommen, welche, 
herruhrend von der Wechselwirkung zwischen den Phasen, nicht von einer 
Phase allein, sondern von mehreren unter ihnen abhangig waren. 

Der zweite Hauptsatz, der jetzt in Frage kommt, ist ganz anderer 
Natur: man hat namlich gefunden, daB bei allen adiabatischen Zustands­
anderungen, die von irgend einem gegebenen Anfangszustande ausgehen, 
gewisse Endzustande nicht erreicht werden konnen und daB solche "nicht 
erreichbaren" Endzustande in jeder beliebigen Nahe des Anfangszustandes 
zu finden sind. 

Da aber physikalische Messungen nicht absolut genau sein konnen, 
enthalt diese Erfahrungstatsache mehr als den mathematischen Inhalt des 
eben ausgesprochenen Satzes, und wir mussen fordern, daB, wenn ein Punkt 
ausgeschlossen ist, dasselbe auch von einem klein en Gebiete um dies en 
Punkt herum geIten soll, dessen GroBe noch von der Genauigkeit der 
Messungen abhangt. Urn uns aber iiber diese Genauigkeit keine Rechen­
Bchaft .~eben zu mussen, ist es zweckmaBig, das betreft'ende Axiom etwas 
allge~iner zu fassen, und zwar folgendermaBen: 

, :A~ i 0 m II: In jeder beliebigen Umgebung eines w1°llklarlich vorgeschrie­
benen Anf'angszustandes gibt es Zustiinde, die dwrch adiabaMsche Zustands­
iilnde;rungen nicht beliebig approximiert werden konnen. 

24'" 
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3. Einfache Systeme. 
Die Anfgabe der weiteren Untersuchung besteht nun darin, mit Hilfe 

der beiden Hauptaxiome die Maglichkeit der experimentellen Bestimmung 
der inneren Enel'gie eines jeden der zu untersuchenden physikalischen 
Systeme darzulegen und zugleich die allgemeinen Eigenschaften der 
Energiefunktion c aufzufindell. 

Wir werden sehen, daB diese Probleme sich relativ leieht fur gewisse 
spezielle Systeme lOsen lassen, die wir "einfache Systemeil nennen wollen. 
Gelingt es nun eine gegebene Phase CfJl1 deren innere Energie man auf­
stellen will, ala Bestandteil eines derartigen einfachen Systems aufzufassen, 
und kennt man aus friiheren Untersuchungen die inneren Energien der 
ubrigen Phasen, so hat man samtliche :paten, die man braucht; denn es 
gilt nach Axiom I die Gleichung 

81 = E - c2 - Es - ••• - Ea' 

Das Problem, zu einer gegebenen Phase das entsprechende "einfache 
System" in jedem praktisch vorkommenden Falle zu konstruieren, ist eines 
der wichtigsten, aber auch eines der schwersten der messenden Thermo­
dynamik; die Physikochemiker nennen es "einen Vorgang reversibel 
roachen". Fur unsere allgemeinen Untersuchungen kommt aber dieses 
Problem selbst nicht in Betracht; es genugt uns zu wissen, daB es im 
Allgemeinen zu bewaitigen ist. 

Die Eigenschaften, welche "einfache Systeme" charakterisieren, sind 
verschiedenartiger Natur. 

Erstens Bollen samtliche Zustandskoordinaten von S bis auf eine nnr 
von der iiuBeren Gestalt des Systems abhangen. Diese Koordinaten, welche 
die iiuBere Gestalt festlegen, wollen wir Deformationskoordinaten nennen; 
sie mu~sen nach Berucksichtigung del' GI. (5) nur noch die GraBen 
v;" V2 ,' • " Va en thalten. 

Dieses findet zum Beispiel statt, wenn das System aus einer einzigen 
Phase besteht, bei welcher samtliche ZustandsgraBen bis auf den Druck p 
und das Gesamtvolumen V konstant sind. Oder auch wenn S aus zwei 
derartigen Phasen bestebt, die durch eine "nur fur Warme" durchlassige, 
starre Wand getrennt sind. Denn in diesem Falle hangt die auBere 
Gestalt von S von zwei GroBen ab, niimlich den Gesamtvolumina V1 und 
V2 seiner" beiden Bestandteile, und das System hat zwei Deformations­
koordinaten, wahrend zwischen den vier GraBen ~,Pl? Y2' P2' die hier 
in Betracht kommen, noch eine Beziehung 

F(V1,Pl' V2'P~) = 0 
wegen der DurchHissigkeit der Wand bestehen muS (cr. § 6), so daB S 
schlieBlich nur drei Zustandskoordinaten besitzt. 



Grundlagen der Thermodynamik. 365 

Aus dieser ersten Eigenschaft der einfachen Systeme folgt, daB, 
wenn man bei einer adiabatischen Zustandsanderung die Anfangslage 
kennt, aus der Endgestalt des Systems und der wahrend der Zustands­
anderung 'geleisteten auBeren Arbeit mit Hilfe der Gleichung (9) 
(9) E - E + A = 0 
der Endzustand des einfachen Systems S berechnet werden kann (voraus­
gesetzt, daB die Energie E als Funktion der Zustal1dskoordinaten auch 
bekannt und, wie wir gleich sehen werden, durch die Gestalt des Systems 
noch nicht bestimmt ist). 

Eine zweite Voraussetzung, die fiir einfache Systeme gelten soli, ist 
die, daB durch den Anfangszustand und die Endgestalt allein die wahrend 
einer adiabatjschen Zustandsanderung geleistete auBere Arbeit A noch 
nich,t eindeutig bestimmt 8ein soIl. Es sollen im Gegenteil adiabatische 
Zustandsanderungen moglich sein, die von einem gegebenen Anfangs­
zustand zu derselben vorgeschriebenen Endgestalt flihren, und denen von­
einander verschiedene Arbeitsleistungen entsprechen. Wenn z. B. ein Gas 
sich in einem adiabatiscben Zylinder befindet, der durch einen beweg­
lichen Kolben verschlossel1 ist, so ist die durch den Kolben geleistete 
Arbeit bei vorgeschriebener Ausdehnung des Gases eine andere je nach 
der Geschwindigkeit, mit welcher man den Kolben herauszieht. 

Diese Voraussetzung hat zur Folge, wenll man die Gleichung (9) 
beriicksichtigt, daB die Energie E, als Funktion der Zustandskoordinaten Xi 

betrachtet, sicher diejenige Koordinate enthaJ.t, die von der auBeren Ge­
stalt von S nicht abhangt. Es sei Xo diese Koordinate, Xu X2, •• " Xn 

dagegen die Deformationskoordinaten des Systems. 
Wir wollen nun die verschiedenen Werte von A. betrachten, die 

moglich sind, wenn das System aus einem vOl'geschriebenen Anfangs­
zustand in eine vorgeschriebene Endgestalt iibergeht. Die Gesamtheit 
dieser Werte kann man als Punktmenge auf einer Strecke deuten. Wir 
wollen als dritte Eigenschaft der einfachen Systeme voraussetzen, daB in 
jedem moglichen Falle diese Punktmenge immer zusammenhiingend iat. 
Sie soll m. a. W. ein einziges Intervall ausflillen, das sich ubrigens beider­
seits ins Unendliche erstrecken konnte. 

Aus diesel' letzten Eigenschaft folgt, mit Hilfe der Gleichung (9), 
daB die moglichen Werta fiir Xo unter denselben Umstanden auch eine 
zusammenhangende Punktmenge wenigstene dann bilden, wenn der Varia­
bilitatsbereich del' Znstandskoordinaten auf eine gewisse Umgebung des 
Anfangszustandes beschrankt ist. 

Von einer gegebenen Anfangslage ausgehend, kann man augenschein­
lich durch Einwirkung von geeigneten auBeren Kraften jede mogliche 
Endgestalt wirklich erreichen. Man kann aber noch mehr: namlich die 
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Gestaltsanderong des Systems S, die wahl'end einer adiabatischen Zustands­
anderung stattfindet, ala Fuuktion del' Zeit vorschreiben. M. a. W.: man 
kann n Funktionen 
(10) Xl (t), x2(t), "', Xn(t) 

vorschreiben und verlangen, daB die Zustandsanderung derart vor sich 
gehe, daB die zeitlichen Veranderungen der Koordinaten Xl' Xa, "', Xn 

durch die Reihe (10) dargestellt werde. Diese neue Beschreibung einer 
Zustandsanderung, bei welcher nur noch die Veranderung von Xo auBer 
Betracht ge]assen wurde, ist viel ausfiihrlicher als die fruher von uns 
betrachtete; wir wollen dennoch die 1!'rage offen lassen, ob bei einer 
adiabatisch geleiteten derartigen Zustandsanderung durch den Anfangs­
zustand und die Funktionen (10) allein die GroBe der entsprechenden 
auf3eren Arbeit A eindeutig bestimmt ist. Dagegen soil, wenn die Ge­
schwindigkeit, mit welcher sich das System deformiert, "unendlich langsam" 
wird, oder besser gesagt, wenn die Ableittingen 

x/(t), x,/(t), "', x~(t) 
gleichmaBig gegen Null konvergieren, die Arbeit A im Limes gegen einen 
bestimmten Grenzwert streben. Eine Zustandsanderung, die so langsam 
vor sich geht, daB der Unterschied zwischen der geleisteten au13eren Arbeit 
und diesem Grenzwerte unterhalb del' Beo bachtungsgrenze liegt, wollen 
wir eine "quasistatische" Zustandsanderung nennen. 

1st bei einer quasistatischen adiabatischen Zustandsanderung die auBere 
Arbeit als Funktion der Zeit bekannt, so kann man mit Hilfe der Gleichung 

c{XO) x1(t), "', Xn(t)} - EO + ACt) = 0, .. 
in welcher Eo den Anfangswert der Energie bedeutet, die letzte Zustands-
koordinate Xo auch ala bestimmte Funktion von t ansehen. Eine quasi­
statische adiabatische Zustandsanderung kann demnach al8 eine Reihe 1)On 

Gleichgewichtslagen gedeutet werden und jeder quasistatischen adiabatischen 
Zustandsanderung entspricht im Raume der Xi eine gewisse Kurve. 

Endlich wollen wir eine letzte Voraussetzung machen: bei jeder 
quasistatischen Zustandsanderung solI die auBere Arbeit .A. so gemessen 
werden konnen, als ob die Krafte, die diese Arbeit Ifervorrufen, dieselben 
waren wie diejenigen, die zur Erhaltung des Gleichgewichts notwendig 
sind., wenn man nach dem V orhergchenden die Zustandsanderung als eine 
Reihe von Gleichgewichtslagen ansieht. Diese letzteren Krafte sind aber 
Funktionen des Zustandes allein. 

(11) 

Demnach muB notwendig der Ausdruck fur A die Form haben: 
t 

ACt) = fDA, 
to 
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wobei DA einen Pfaffschen Ausdruck 

(12) DA = Pi dXl + P2 dX2 + ... + pndxn 

darstellt und die Pl1 .. " Pn Funktionen der xo, Xu .• " xn bedeuten. 
Die Funktionen Pi konnen experimentell bestimmt werden, indem man 

fur jeden Zustand von S die Krafte miBt, die von auBerhalb auf das 
System wirken mussen, damit Gleichgewicht bestehe. Der Gleichung (9) 
des ersten Hauptsatzes kann man jetzt, wo es sich urn quasistatische 
adiabatische Zustandsanderungen handelt, die Gestalt geben: 

t 

(13) f[dc+DA] = 0, 
to 

und da 'diese Relation fur jedes t gelten muS, folgt der SchluB, daB 
iiberhaupt nur solche Kurven des (n+ 1)-dimensionalen Raumes der Xi 

quasistatische adiabatische Zustandsanderungen darstellen konnen, fiir welche 
die Pfafi'sche Gleichung 

(14) dE+DA=O 

befriedigt ist. 
Umgekehrt kann aber jede Kurve des (n + 1)-dimensionalen Raumes 

der xi' die der Gleic~ung (14) geniigt, als Bild einer quasistatischen 
adiabatischen Zustandsanderung unseres einfachen Systems angesehen 
werden. 

Es sei in der Tat ein derartiges Kurvenstiick in Parameterdarstellung 
durch die Gleichungen 

{

Xo = xo(1:), Xl = Xl (1:), .. " Xn == XnC1:) 
(15) 0 <1:< 1 

gegeben. Setzt man jetzt 
1: = It, 

wobei t die Zeit und ). einen Parameter bedeutet, 80 kann man adiaba­
tische Zustandsanderungen einfuhren, die fur jeden vorgeschriebenen Wert 
von l den Gleichungen 

Xl = Xl (..tt), X2 = x2(lt), "', Xn =- xn(lt) 

geniigen. Bei hinreichend kleinem ..t ist nun eine derartige Zustands­
anderung quasistatisch und muB nach Vorigem die Gleichung (14) be­
friedigen.· Durch Integration dieser Gleichung findet man aber 

Xo = Xo(..tt) , 
was unsere Behauptung beweist. 

Hatten wir nun in den Gleichungen (15) 

1:=1-J.t 
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eingesetzt, so ware bei wachsendem t und hinreichend kleinem ..t genau 
dieselbe Kur.ve, aber in entgegengesetztem Sinne durchlaufen worden. Wir 
haben also den Satz gewonnen: 

Quasistatiscke adiabatische Zustandsanderungen eines einfacken Systems 
sind "rerersibel". 

In den iiblichen Darstellungen der Theorie ftihrt man die "reversiblen" 
ZustandsanderUllgen alB etwas durch die Anschauung Gegebenes ein; wenn 
man aber naher zusieht, so sind die Eigenschaften, die man reversiblen 
Prozessen zuordnet, genau diejenigen, die wir der Definition der einfachen 
Systeme zugrunde gelegt haben. Wir fassen sie folgendermaBen zusammen: 

Definition. Ein "einfackes" System mit den (n+ 1) Zustandskoordi­
naten xo' xl1 .• " xn muf3 folgenden Bedingungen geniigen: 

1. n von seinen Koordinaten, z. B. Xl' Xt , .. " XI/,' sind Deformations­
koordinaten. 

2. Die auf3ere Arbeit A ist bei adiabatischen Zustandsanderungen durch 
den Anfangszustand und die Endgestalt von S nicht eindeutig bestim,mt; die 
Gesamtheit der unter diesen Voraussetzungen moglichen Werte f1:tr A bildet 
eine zusammenhiingende Zaklmenge. . 

3. Bei "quasistatischen" adiabatischen Zustandsanderungen ist die aufJere 
Arbeit gleich einem Integral eines bestimmten Pfaffschen Ausdruckes der Form 

DA =.P1dx1 + Psdxs + ... + Pndxn,. 

Man nimmt gewohnlich a.n, daB die erste Voraussetzung iiber die 
Anzahl der Deformationskoordinaten auch die heiden anderen nach sich 
zieht. So waren die Beispiele, die wir pag. 364 angegeben haben, ein­
fache Systeme. Diese Annahme, die wir von nun an' immer machen 
werden, iet fur die Substanzen, die man im allgemeinen untersucht, und 
epeziell fUr Gase und Fliissigkeiten, zuHissig; denn es stimmen nach Er­
fahrung die Folgerungen, die wir jetzt ziehen werden, mit den Resultaten\. 
der Messungen gut iiberein. 

Dagegen iet es sehr gut denkbar, auch physikalisch denkbar, daB 
Substanzen in der Natur vorkommen konnen, die man nie als Bestand­
teile eines einfachen Systems ansehen kann. Dieses wurde z. B. der Fall 
sein, wenn die innere Reibnng der betrachteten Subsbinz, die im allge­
meinen Funktion der Deformationsgeschwindigkeit ist, bei quasistatischen 
Zustandsanderungen nicht gegen Null konvergieren wiirde. Dal].D. wurden 
namlich die Krafte, welche die auSere A.rbeit A liefern, mit den Gleich­
gewichtskraften nicht mehr vergleichbar sein; die auBere Arbeit A selbst 
konnte nicht mit Hilfe eines Pfaffschen Ausdruckes wie (12) dargestellt 
werden, und die quaaistatischen ZU8tandsanderungen waren endlich nicht 
reversibel. Unsere Theorie laSt sich nicht ohne weiteres auf derartige 
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Systeme ubertragen, was iibrigens fur die klassische Thermodynamik gleich­
falls der Fall sein diirfte. 

Die Anwendung des Axioms des zweiten Hauptsatzes auf quasistatische 
adiabatische Zustandsanderungen einfacher Systeme wird uns jetzt erlauben, 
die Zustandskoordinaten dieser Systeme auf eigentiimliche Weise zu 
normieren; dazu brauchen wir aber einen mathematischen Satz iiber Pfaff­
ache Gleichungen, den wir jetzt ableiten wollen. 

4.. Hilfssatz aus der Theorie der Pfaffsehen Gleichungen. 

1st eine Pfaffsche Gleichung 

(16) dxo + Xl dX1 + X2 dX2 + ... + Xndxn = 0 
gegeben, wobei die Xi endliche, stetige, differentiierbare Funktionen der Xi 

sind, und weifJ man, dafJ es in jeder Umgebung eines beliebigen Punktes P 
des Raumes der Xi Punkte gibt, die man langs Kurven, welche dieser Gleichung 
geniigen, nicht erreichen kann, so mufJ notwendig der Ausdruck (16) einen 
Multiplikator besitzen, der ihn sum vollstiindigen Differentiale macht. 

Es seien 
ao, au ... , an 

die Koordinaten von P; dann gibt es nach V oraussetzung unendlich viele 
Punkte Pi! die den Punkt P zum Haufungspunkt haben und die Eigen­
schaft besitzen, daB kein einziger der Differentialgleichung (16) geniigen­
der Kurvenzug existiert, der zllgleich P und Pi enthalt. 

Man kann nun aber immer, weil der Koeffizient von dxo nicht ver­
Bchwindet, Kurven Ci finden, die der Differentialgleichung (16) genugen, 
Pi enthalten und In der zweidimensionalen Ebene liegen, welche Pi mit 
der Geraden G 

xo=t, xk=ak (k=1,2,···,n) 
verbindet, falls Pi nicht schon selbst auf dieser Geraden liegt. Es Bei Qi 
der Schnittpunkt von OJ mit G; nac~ ihrer Konstruktion werden die 
Punkte Q. mit zunehmendem i gegen P konvergieren mussen. Die Punkte Q, 
konnen auch nicht von P aua langs Kurven, die der Differentialgleichung 
(16) geniigen, erreicht werden, da man sonst durch Hinzunahme der Kurve O. 
auch Pi' entgegen der V oraussetzung, erreichen wiirde. Hieraus folgt, 
daB in jedem Intervalle auf der Geraden G, welches P enthaIt, Punkte 
liegen mussen, die von P aUB nicht zu erreichen sind. 

Nun betrachte man eine Gerade Gl1 die zu G parallel ist aber sonst 
willkiirlich liegt, und einen beliebigen zweidimensionalen Zylinder, der G1 • mit G verbindet. Es sei M der Punkt, wo diejenige K urve, welche die 
Differentialgleichung (16) befriedigt, auf dies em Zylinder liegt und P ent­
haIt, die Gerade G1 schneidet. Bei beliebiger Variation des Zylinders 
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runS der Punkt M fest bleiben; im entgegengesetzten Falle wurde die· 
jenige Kurve der Differentialgleichung (16), die auf dem variierlen Zylinder 
durch M geht, auf der Geraden G einen beliebigen Punkt der U mgeburrg 
von P enthalten konnen. Wir konnten also auf diese Weise von P aus 
fiber M Hings Kurven der Differentialgleichung (16) auch gewisse der 
Punkte Qi erreichen, was ausgeschlossen war. 

Verandert man nun stetig die Lage der Geraden G1 , so wird Meine 
n-dimensionale Flache beschreiben und samtIiche Kurven del' Differential­
gleichung (16), die durch P hindurchgehen, miissen auf dieser li'Iache 
Hegen. Der Punkt P war aber willkiirlich gewahlt; durch Variation seiner 
Lage erhalt man also eine Schar von Flachen 

F(xo, Xu .. " xn) = 0, 

die vom Parameter C abhangen und auf welchen samtliche Kurven der 
DHferentialgleichung (16) liegen musseD. Die Koeffizienten der dXi in 
den heiden Gleichungen 

dxo + Xl ax! + X j dx2 + ... + Xndxn = 0, 

~F dxo + !F dXl + !J? dx:} + ... + !F dXn = ° 
u~ u~ u~ u~ 

sind also einander proportional, und es besteht die Gleichung 

of 
(17) 

dF = r- { dxo + Xl dx! + X2 dX2 + ... + Xn dx } 
uXo n 

of of 
~+O, ~=I=oo, 
uXo uXo 

womit unBer Satz bewiesen iat. 

5. Normiarnng dar Koordinaten eines einfachen Systems. 

Es sei S ein einfaches System, das von den Koordinaten 

(18) ;0' Xu Xl}, .. " xn 
abhangen moge, wobei die n letzten GroBen der Reihe (18) Deformations­
koordinaten darstellen und die auBere Al'beit bei quasistatischen Zustands .. 
anderungen durcb ein Integral iiber den Ausdruck 

geliefert wird. 
DA => Pl aX1 + p~ dXj + ... + Pndxn 

Die adiabatischen quasistatischen Zustandsanderungen des Systems 
konnen durch die K urven der Pfaffschen Gleichung 

dE + DA = :;0 d;o + Xl dXl + Xfjdxs + .... + Xndxn = 0, 

(19) Xi = ;;, + p, 

dargestellt wel'den. 
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Wiirde man nun'Iangs Kurven der Differentialgleichung (19), die von 
einem gegebenen Anfangspunkte ausgehen, jeden Punkt einer gewissen 
Umgebung diesel' Anfangsstelle erreichen konnen, so wul'de man auch, 
nach unseren Voraussetzungen uber einfache Systeme, jeden beliebigen 
Endzustand durch adiabatische Zustandsandel'ungen approximieren konnen. 
Letzteres solI aber nach unserem Axiome II unmoglich sain. Andel'erseits 

ist abel' wegen der Eigenschaften der einfachen Systeme ;: nicht iden-
I So 

tisch Null; man wird also, wenn man von gewissen singuUiren Stellen 

absieht, den Ausdruck (19) durch ;;0 dividieren konnen und sich dann 

unter genau denselben V oraussetzungen hefinden wie im vorhergehenden 
Abschnitte. 

Der Ausdruck (19) besitzt demnach einen Multiplikator, der weder 

Null noch Unendlich ist; bezeichnet man ihn mit ~, so hat man schlieBlich 

(20) dE + DA = Mdxo' 

wobei Xo eine gewisse Funktion der Variabeln (18) bedeutet. Nun ist 
,aber durch Vergleich von (19) und (20) 

08 
oXo 0 Go 
060 = M' 

also nach Obigem von Null verschieden. Man kann demnach die Gleichung 

Xo == Xo (;0' Xl? .• " xn) 

nach ;0 auflosen und Xo ala (n + 1 )te Koordinate unseres Systems an Stelle 
"Von ~o neben den n Defol'mationskoordinaten einfiihren. 

Tun wir dies, so behalt der Ausdruck 

(21) DA == PI dx! + Ps dxs + ... + Pn dxn 
fur die auHere Arbeit seine urspl'iingliche Gestalt, weil er das Differential 
d;o nicht enthalt; es sind abel' jetzt die Pi Funktionen der neuen Ver­
.anderlichen 0;o, ltv .. " xn ' Ebenso muS in (20) die Funktion M als von 
diesen selben Variabeln abhangig angesehen werden. 

Die Kurven, welche adiabatischen quasistatischen Zustandsanderungen 
"llnSeres' Systems entsprechen, geniigen jetzt del' Gleichung 

(22) Xo = Const. 

Umgekehrt kann jede Kurve im Raume der Xi' die :to konstant laBt, ale 
Blld einer derartigen Zustandsanderung angesehen werden; die Gleichung (22) 
ist namlich mit (19) aquivalent, und wir haben im dritten Paragraphen 
gesehen, -daB Kurven, welche dieser Gleiehung genugen, die erwahnte 
Eigenschaft b esitz en. 
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Bemerkt man nun, daB die Gleichung (20) eine Identitat ist, und 
setzt man in dieser Gleichung fur DA den Ausdruck (21) sein, so erhiilt 
man. schlie8lich die Beziehungen 

(23) 

(24) 

OE 
M dxo = dE + DA = ~ dxo, 

(/Xo 
OE 

Pi = - OXi 
i = 1,2, .. " n. 

Ein Koordinatensystem, da.s samtliche in (21), (23), (24) angefiihrten 
~igenschaften besitzt, soli im folgenden' ein "normiertes" Koordinaten­
system heiBen. Dabei mu.6 bemerkt werden, daB diese Eigenschaften 
samtlich erhalten bleiben, wenn man Xo durch eine beliebige Funktion 
((xo) dieser GroBe ersetzt, was iibrigens auch aus der Theorie des Multi­
plikators eines Pfaft'schen Ausdruckes direkt folgt. 

In der Thermodynamik kann man nun unter allen moglichen nor­
mierlen Koordinatensystemen ein gewisses auszeichnen, das eindeutig be­
stimmt ist, und mit Hilfe der physikalischen Eigenschaften yO; starren, 
nur fUr Warme durchlassigen Wanden definiert wird; dieses soIl unsere 
nachste Aufgabe sein. 

6. Bedingungen f"lir das thermische Gleichgewicht. 

Es seien zwei einfache Systeme 81 und 82 gegeben mit den normierten 
Koordinaten 

Xo, Xu •• " xn , 

'!1o, '!Iv .. " '!1m ' 

Diese Systeme sollen durch eine feste und nur fur Warme durch­
lassige Wand getrennt sein. Eine derartige Wand wird durch folgende 
Eigenschaften definiert: 

1. Die Deformationskoordinaten der beiden betr~chteten Systeme 
konnen nach Einfuhrung der Verbindung unabhangig voneinander variiert 
werden. 

2. Es tritt nach jeder beliebigen Gestaltsanderung. des Gesamtsystems, 
wenn dieses adiabatisch isoliert ist, nach endlicher Zeit Gleichgewicht ein. 

3. Das Gesamtsystem 8 befindet sich nur dann, aber auch immer 
dann im Gleichgewichte, wenn zwischen den Koordinaten Xi' '!Ik eIDe ge­
wisse Relation der Form 

(25) 

erfullt iat. 
4. Es ist jedesmal dann, wenn jedes der Systeme 81 und 82 unter 

analogen Bedingungen mit einem dritten Systeme Ss im Gleichgewichte 
ist, ebenfalls Gleichgewicht zwischen 81 und ,82 vorhanden. 
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Diese letzte Bedingung ist damit gleichbedeutend, daB von den drei 
Gleichungen 

(26) 
F(xo, Xl' .. " xn; Yo, 'Uu .. " 'Urn) = 0, 
G(xo, Xu .. " xn; So, Zl' .• " Zk) = 0, 

H(yo, Yu .. " Ym; zo, Zl' • ", Zlc) = 0, 

die analog (25) das Gleichgewicht zwischen 81 und 82, 81 und 8fP 82 und 
Sa bedingen, jede eine Folge der beiden anderen ist. 

Dieses ist aber nur dann moglich, wenn das Gleichungssystem (26) 
aquivalent iet mit einem Systeme der Form 

~(xo' Xv .. " xn) = 6('Uo, Yl1 .. " 'Um) = -r:(zo, ~u .. " Z1c). 

Insbesondere kann dann die Bedingung (25) ersetzt werden durch zwei 
Gleichungen der Form: 

(27) 
~(Xo, Xv .. " xn) = or, 

6(Yo, Yl' .. " Yrn) = or 

wobei or eine neue Veranderliche bedeutet. 
Diese GroBe 1: nennt man die Temperatur, die Gleichungen (27) die 

Zustandsgleichungen der Systeme 81 und 82 , 

Das System (27) ist aber andererseits aquivalent mit einem Systeme 
der Form 

W{Q} = ~1' W{ 6} = 1:1 

wo W eine willkiirliche Funktion bedeutet. Die Funktionen (27) sind 
demnach nicht eindeutig bestimmt; man driickt diese Unbestimmtheit 
aus, inde:r;n man sagt, daB die "Temperaturskala" noch beliebig gewahlt 
werden kann. 

Aus unseren V oraussetzungen ergibt sich ferner, daB mindestens eine 

der GroBen !~ , !a nicht identisch Null iat. Waren namlich diese beiden 
tI Xo u'llo 

GroBen Null, so wurden ~ und (J nur noch von Xu x2 , "', xn; Yu 'Us, "', 11m 
abhangen. Das sind aber lauter DeformatioDskoordinaten, die man unah­
hangig'voneinander variieren kann; man wu.rde demnach Zustande erreichen 
konnen, fiir welche es unmoglich ware die Gleichung (25) zu, befriedigen, 
was unserer zweiten V oraussetzung liber thermisches Gleichgewicht wider­
spricht. 

Eine dieser GroBen, !~ z. B., ist daher von Null verschieden, und man 
uXo 

kann, in Punkten allgemeiner Lage, Xo als Funktion der (n+m+ 1) iibrigen 
Koordinaten mit Hilfe der Gleichung 

Q=(J 

ansetzen. Das System 8 kann also als ein System mit (n + m + 1) Frei-
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heitsgeraden betrachtet werden, das (n+m) Deformationskoordinaten besitr.t. 
N ach unserer Annabme der pag. 368 ist es also ein einfaches System, auf 
welches wir unsere friiheren Uberlegungen anwenden konnen. 

7. Absolute Temperatur. 

Den: V oraussetzungen des vorhergehenden Paragraphen gemaB ist die 
Energie E unseres Gesamtsystems S gleich der Summe der Energien 81 

und C2 seiner beiden Bestandteile. Ebenfalls ist die auBere Arbeit A, 
die S wahrend einer beliebigen Zustandsanderung leistet, gleich der Summe 
der GraBen A1 und ~, die den Systemen 81 und 82 zukommen. Nun 
waren aber diese letzten Systeme einfach und ihre Koordinaten nor­
miert; daher kann man schreiben 

dCl + DAl = M(xo, Xv .. " XrJ dxo' 

dC2 + DA2 = N(yo, 'Yl"", Ym) dyo; 

durch Addition dieser Gleichungen erhalt man 

(28) dE + DA = M dxo + N dyo' 
Das System S ist aber auch ein einfaches System, wie wir bewiesen 

haben; daher rouB der Ausdruck auf der rechten Seite von (28), bei Be­
riicksichtigung von (27), einen Multiplikator besitzen. 

Wir wollen jetzt voraussetzen, daB in der Natur mindestens ein 
System existiert, dessen Zustandsgleichung eine oder mehrere Defor­
mationskoordinaten entbalt. Die Erfahrung lehrt, dai\ diese V oraussetzung 
z. B. bei Gasen erfiillt ist. Wahlen wir nun ein derartiges System fur 
81 , so folgt, daB die Funktion (! mindestens eine der GroBen Xl' x2 , ···,Xn , 

also Z. B. Xl enthalt. Dann konnen wir in (28) die GroBe M als F-unk­
tion von 

ansehen. 
FUr die Zustandsgleichung 

eJ(yo, Yl1 .. " Ym) = 't 

fassen wir jetzt Bamtlich~ Moglichkeiten ins Auge. 
1. 1m Faile, wo (j von keiner einzigen der GroBEm Yo, Yu "', Ym ab­

hangen, muB ffir 't in M ein bestimmter Wert eingesetzt werden. In der 
nun bestehenden Identitat 

(29) dUt = l[M dxo + N ayo] 

muB die Funktion u nur von Xo und Yo abhangig sain, so daB AM und 
AN auch nul' von diesen beiden Veranderlichen abhangen. Da nun die 
'Yi in M nicht vorkommen, so kann l keme einzige der Deformations-
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koordinaten von 82 enthalten; diese kommen aber auch in IN nicht vor; 
folglich ist auch N von dies en GroBen frei und einzig und allein von Yo 
abhangig. 

2. 1m Falle, wo (] nur von del' einen Zustandskoordinate y() abhangt, 
wlirde man in M die GroBe ~ als Funktion von Yo einsetzen konnen und 
auf genau dieselbe Weise den SchluB ziehen, daB N auch hier nur Yo 
enthalt. 

Diese beiden ersten Faile kommen zwar in der N atur nicht VOl', sind 
aber mit unseren Voraussetzungen libel' einfache Systeme keineswegs in 
Widerspruch. 

3. Endlich betrachten wir den Fail, bei welchem auch in (J mindestens 
eine Deformationskoordinate vorkommt. Es 'sei diese z. B. '!Ii; wir konnen 
jetzt diese letzte GroBe und folglich auch die GroBe N als Funktion von 

ansehen. 
In (29) sind auch jetzt lM und IN Funktionen von Xo und Yo allein. 

Da nun sowohl M wie auch lM die Koordinaten Y2' 'lis, .. " 'lim nicht 
enthalten, so gilt dasselbe von J.,; folglich ist auch N von diesen GroJ3en 
unabhangig, weil sonst auch l N diese Koordinaten enthalten wiirde. 

Aus den analogen Betrachtungen fur die Xi gewinnt man schlieBlich 
das Resultat, daB). hochstens von xo, Yo und ~, M nur von Xo und ~, 

N nur von Yo und ~ abhangen. 
Da nun 1M und 1N auch von ~ unabhangig sind, so hat 

N ~J. + ). oN = 0 
o-r o-r ' 

worau8 man schlieBt, daB die logarithmische Ableitung 

1 oJ. 
).. 01: 

man 

von ). nach ~ weder von Yo noch von Xo abhangen kann und daB folg­
lich l in ein Produkt aus eirrer Funktion der eiDen Veranderlichen ~ und 
einer l!'unktion von Xo und 'Yo zerfiHlt. Demnach kann man schreiben : 

). = 1/1 (xo' Yo) 
f (1:) , 

und hieraus folgt weiter, da lM eine Funktion von Xo und 'Yo sllein ist, 
daB M die Form haben muB 

M = f(T) a (Xo) , 

und genau auf dieselbe Weise sieht man, daB 

N = f(T) P(Yo) 
ist. Die allgemeinste Spaltung von M und N in ein Produkt von zwei 
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Faktoren, von denen der eine nur von 't, der andere nur von Xo resp. Yo 
abhangt, ist, wenn 0 eine willkiirliehe, von Null verschiedene Konstante 
bedeutet, 

(30) 

Geht man von einer gegebenen Temperaturskala aus, so ist fiir jedes 
System, dessen Zustandsgleiehung eine der Deformationskoordinaten ent­
halt, die Funktion f( -t) bis auf eine multiplikative Konstante vollig be­
stimmt und fur aile derartige Systeme dieselbe. 

Bemerkt man Dun, daB auch fur die Systeme, die wir unter 1. und 2. 
untersueht hahen, eine Bolelle Spaltung der Funktion N moglich ist, 
80 sehen wir, daB die Funktion f('t) eine ganz allgemeine physikalische 
Bedeutung besitzt. Die durch diese Funktion definierle Temperaturskala 

t = Cf(-t) 

wird die "absolute" genannt. U mauch die Konstante zu bestimmen, 
schreibt man sich die Differenz von zwei fest en Temperaturen, z. B. der 
des Schmelzens des Eises und der des Verdampfens des Wassers unter 
vorgeschriebenem Drucke, vor. 

8. Entropie .. 

Bei jedem einfachen Systeme kann man nach (23) und (30) die 
Koordinaten so normieren, daB 

D 08 OS OS A=--ilx ---dx -···--dx oX1 1 OXt 2 OXn 11' 

08 tcx(Xo) 
OXo = C 

sei, wobei t die absolute Temperatur bedeutet. Wir fahren nun mit Hilfe 
der Gleichung 

:to • 

(31) 'YJ - 'YJo = f lX~o) dxo 

eine neue Koordinate 'YJ eiD; die Gleichung (31) liiBt sich nach Xo auf­
losen, da M und also nach (30) auch Ct von Null verschieden sind. Es 
nimmt nun das totale Differential der Energiefunktion die Form an 

(32) ds = tdn - DA. 

Die neue Koordinate n heiBt nach Clausius die "Entropie" des 
Systems und ist durch (31) his auf eine willkiirIiche additive Konstante 
bestimmt. 
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Bei dem System 8 = 8 1 + 82 , das wir im vorigen Paragraphen be­
trachteten, hat man fur jede quasistatische Zustandsanderung, wenn f}1' 1}z 

die Entropien von 81 und 8 2 bedeuten, 

(33) 

de = dEl + dE2 = t(d'YJl +d1}2) - DA1 - DAj • 

Wenn dernnach 'r/l und 1]2 mit Hille der Gleichungen 

'YJ1 + 1}s = 'r/, 

081 _ ~8i = 0 
0111 0 ''Ii 

als Funktionen von Xi' '!Jk und del' neuen Veranderlichen 1} ausgedruckt 
werden, so wird daB tot ale Differential der Gesamtenergie E abermals die 
Form (32) erhalten. Die Entropie des Gesamtsys!ems ist also gleich der 
Summe del' Entropien ihrer verschiedenen Bestandteile. Diese additive 
Eigenschaft del' Entropie, die auch bestehen bleibt, wenn man andere 
Wande als die eben betrachteten, die nul' fiir Warme durchlassig sind, 
zwischen den Systemen 81 und 82 einlegt, wie man aus del' Theorie 
diesel' Wande entnehmen kann, hat viele Physiker veranlaBt, die Entropie 
als eine physikalische GroBe anzusehen, die ahnlich wie die Masse jedem 
raumlich ausgedehnten Korper anhaftet, vom augenblicklichen Zustande 
dieses Korpers abel' abhangig ist. 

Da nach \30) die Entropie bei normierten Koordinaten nur von Xo 

abhangt, so bleibt sie bei jedem adiabatischen quasistatischen Prozesse 
konstant. Und jede Zustandsanderung eines einfachen Systems, bei welcher 
die Entropie konstant bleibt, ist nach unseren fruheren Auseinander­
setzungen reversibel. 

9. Irreversible Zustandsanderungen. 

Wir haben von einfachen Systemen vorausgesetzt, daB bei adiabatischen 
Zustandsanderungen die moglichen Arbeitsleistungen, wenn der Anfangs­
zustand und die Endgestalt gegeben sind, eine zusammenhangende Zahl­
menge bilden. Berechnet man nun mit Hilfe der fur beliebige adiabatische 
Prozesse geltenden Formel 

E (1), Xl1 Xa, .. " xn) - Eo + .A =- 0 

d.ie entsprechenden Endwerte der Entropie 7], so folgt aus Stetigkeits­
griinden, daB dies~ auch ein ganzes Intervall ausfiillen. Der Anfangswert 
'YJo der Entropie mu.B notwenuig ein Punkt dieses Intervalles sein; denn 
bei quasistatischen Zustandsanderungen, die ja auch unter die in Betracht 
kommenden zu zahlen sind, bleibt der Wert von f} unverandert. Ware 
nun 'YJo ein innerer Punkt des Intervalls, so konnte man zunachst durch 

Matbematiacbe Annalen. LXVII. 25 
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ad.ia.batische Znstandsanderungen den Wert von 1/ beliebig in einer ge­
wissen Umgebung von 1/0 annehmen und dann durch quasistatische Zn­
standsanderungen, bei festgehaltenem 1], di~ Deformationskoordinaten will­
ltiirlich verandem. Dieses widerspricht aber dem Axiome des zweiten 
Hauptsatzes. 

Der Wert 1]0 befindet sich also an einem Endpunkte des betrachteten 
Intervalls. HierauB folgt, daB der Wert der Entropie bei beliebigen 
adiabatischen Zustandsanderungen, die von einem gegebenen Anfangs­
zustande ausgehen, entweder nie zu- oder nie abnehmen kann . 

. Variiert man den Anfangszustand, ao sieht man, da.B, wegen der 
Stetigkeit, die Unmoglichkeit einer Zu- oder Abnahme der Entropie fii:t 
zwei beliebige Anfangszustiinde eines selben Systems immer im seIben 
Sinne erfolgen muB. Dasselbe gilt aber auch von zwei verschiedenen 
Sy8tem~ 81 und 8g wegeu der additiven Eigenschaft der Entropie, die 
wir, im vorhergehenden' Paragraphen besprochen haben. 

'Ob die Entropie nur zunehmen oder nur abnehmen kann, hangt noch 
von der Konstante a der Formel (31) ab, die in 1] multiplikativ auftritt; 
Man wiihlt diese Konstante derart, daB die absolute Temperatur t positiv 
ist. Dann 1ehrt die Erfahrung, die man nur an einem einzigen Experi­
mente zu bestatigen braucht, dafJ die Entropie nie abnehmen dart. 

HierauB folgt, daB Gleichgewicht stets stattfinden wird, wenn bei 
e.llen zulassigen virtuellen Veranderungen des Zustandes eines einfachen 
Systems die Entropie abnehmen muB, wenn sie also im Gleichgewichta­
zustande ein Maximum besitzt. 

A'QJ3erdem aber folgt aUB unseren Schlilssen, da.B, wenn bei irgend 
einer Zustands8.nderung der Wert der Entropie nicht konstant geblieben 
iet, keine adiabatische Zustandsanderung gefunden werden kann, welche 
daa betrachtete System aus seinem Enrl- in seinen Anfangszustand 
iiberzufiihren vermag. 

JeiJ,e Zustandsiindf;rung, bei welcher der Wert derIEnwopie(variiert, -ist 
. ·bel" "wrevers~ . 

1 O. Jloglichkeit der experimentellen Bestimmung der Energie, 
Entropie und absolu.ten Temperatur. 

Wir mussen zeigen, daB di~ GToBen E, 'YJ und t, die wir ill unsere 
Lrberlagungen eingefi1hrt ha.ben, in· jedem··konkreten Falle durch Experi­
mente . bestimmt wer~en k~nnen., Dieses:: gelingt am einfachsten, wenn 
man, wie wir es jetzt tun wollen, -v:o:ra1l8Betzt, daB man reversible Prozesse. 
mit hinreichender Genauigkeit beohachiien ·kann .. Da dieser .VoraussetzUDg' 
in: ~IogiBcher Hinsicht nichts im Wege steht, kommt man zurEinsicht,. 
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daB die Thermodynamik rein experimentell, d. h. ohne jede V orauBsetzung 
ilber die Natur der "Warmeil

, begriindet werden kann. 
In Wirklichkeit wiirde man in der Anwendung der hier angegebenen 

Methode auf Schwierigkeiten stoBen, die aus der GroBe der unvermeid­
lichen Beobachtungsfehler entstehen. Man zerlegt daher das Problem in 
zwei Teile: Erstens bestimmt man die absolute Temperaturskala.; auf 
diese Frage kann ich in der vorliegenden Arbeit nicht eingehen, weil sie 
liingere Auseinandersetzungen verlangt. iat aber t bestimmt, so kann 
man die GroBen c und 1J ziemlich leicht berechnen, wie wir im folgendem 
Abschnitte Behan werden, und zwar, indem man Messungen benutzt, die 
sehr gensu gemacht werden konnen. 

Hier setzen wir voraus, es sei ein einfaches System S gegeben, daB 
von den Koordinaten 

~,XI' XI" •. , XII 

abbiingen moge, wobei die x, die Deformationskoordinaten bedeuten. 
Ferner sollen folgende Funktionen durch Messungen ermittelt werde~ 

konnen: 
1. Die Zustandsgleichung von S fiir irgend eine Temperaturskala '" 

(34) tP(60, Xl' x2 ,"', xft) ...... or. 
2. Die Koeffizienten des Pfaffschen Ausdruckes fUr die Arbeit .A 

(35) 

3. Die Koeffizienten der Pfaffschen Gleichung filr quasistatische 
• 

adiahatische Z ustandssnderungen: 

1 
(36) 0 ... ae (ds+DA) =o:'d~o + X l dx1 + XJdxj + ... + X"dx". 

o:r:o 

Um die Koeffizienten Xu Xj, .. " Xn dieses letzten Ausdruckes 
experimentell zu bestimmen, kann man sich folgende Versuche VOl­

stellen: Man betrachte adiabatische ~stand8iinderungen des Systems, bei 
welchen nur eine Deformationskoordinate, z. B. ~1 um. AXl , zUDimmt, 
wihrend x., xa," . " x" konstant bleiben; man messe die willirend dieses 
PrOZe8Se8 entst&ndene Veri:nderung A ~ von &0;" dann iet, wenn Az,. 
hiDreiehend klein ist und au.Berdem die Zustanddnderung hinreichend 
lapgsain erfolgt war, 

Xl __ b.~o 
b.~ 

f11r den betrachteten· Anfangszustand. 
Der Pfa;fsche Ausd.ruek (36) muB nach den frtiheren Resultaten 

eman : ·Ifultiplika'tor ..t ·})e8~en, derihn. ,zuni Tol.lstin.digen Differentiale 
mscht;~llietreS ist nur da1m: '.nioglich') .. w~ die GrOBen ~ gewissen Diffe-... .-

"''''. 
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rentialgleichungen genugen, die daher notwendig bei jedem wirklichen 
Systeme bestehen muss en, insofern unsere Theorie richtig ist. 

Es besteht dann die Gleichung 

l(d~o + Xl dXI + XgdXg + ... + Xndxn) = dxo, 

die man integrieren kann. Nachdem man jetzt fur Xo ein beliebiges ihrer 
Integrale gewahlt hat, kann diese GroBe als neue Koordinate eingefuhrt 
werden; dabei wird aus (34) 

(37) cP (xo, Xu •. " xn) = " 

und es behalt auch (35) seine ursprungliche Form, nur mussen die Pi 
als Funktionen der neuen Veranderlichen angesehen werden. 

Machen wir nun fur die absolute Temperatur t den Ansatz 

t={j(-r), 

80 folgt aus den Gleichungen (24) und (32) 

(38) de = [3C'I:) a (xo) dreo -PI dXI - ••• - Pndxn· 

Die Funktionen a und {3 mussen auf solche Weise bestimmt werden 
konnen, daB der Ausdruck (38) integrierbar ist. 

Dieses ist zunachst nur dann moglich, wenn (35) bei konstantem Xo 

auch integrierbar ist, wodurch gewisse Bedingungen fur die Pi entspringen, 
die bei jedem Systeme erfiillt sein mussen. Setzen wir femer 

xa=a2 xs=as ... x =a 
.., '.' n n' 

wo die at Konstanten bedeuten, und fuhren'die Bezeichnungen ein 

(39) " = ffJ (xo, Xv as!, .. " an) =l(xo, Xl)' 

(40) PI (Xo, Xl' as!, .. " an) = g(xo, Xl)' 

SO muB der Ausdruck 

(JCt(xo, Xl» atxo)dxo -g(xo, xt)dx1 

ein exaktes Differential sein, was die Bedingung ergibt 

oder 
og 

(41) (J' ('t:) a (xo) = - 007 . 

0$1 

Die rechte Seite dieser Gleichung muB also, wenn man in ihr mit Hilfe 
von (39) Xl als Funktion von Xo und 1: einfuhrt, in ein Produkt zer-
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fallen aus einer Funktion von Xo und einer Funkt,ion von 'f', so daB man 
schreiben kann 

'Og 

- a:; = 'V (xo) 8 (-c). 

'0 Xl 

Sind 0 und 0' noeh zu bestimmende Konstanten, so erhalt man schlieBlich 

't 

t = fl (-r:) = OJ e ( 'r:) d'r: + 0', 
't1 

Die erste dieser Gleichungen stellt die absolute Temperatur dar, die zweite 
erlaubt die Entropie 

:1:0 

1] - 170 = -~-J 'V (xo) dxo 

zu bestimmen. 
Die Integrationskonstante 0 erhalt man, indem man die Differenz D 

der absoluten Temperatur zwischen zwei bestimmten Temperaturen 'r:1 

und 'f'2 noch willkiirlich vorschreibt, durch die Formel 

D C=----
't2 

J0(~) d-c 
'tl 

N ach Einfiihrung der gefundenen Werte fur a und {J in (38) kann 
man, wenn die Integrabilitatsbedingungen, wie das in konkreten Fallen 
sein rouS, aIle erfiillt sind, diese Gleichung integrieren und erhalt: 

8 - Co = 0' (17 -no) + F(n, Xl' •.• , xn)· 

Man sieht, dafJ man durch revers~'ble Prozesse die absolute Temperatur 
nur bis auf eine additive Konstante und die innere Energie nur bis auf 
eine lineare Funktion der Entropie bestimmen kann. 

Man kann aber diese Unbestimmtheit vermeiden, indem man 0' ein 
fur allemal mit Hilfe eines einzigen adiabatischen irreversiblen V organges 
beobachtet, z .. B. eines sol chen, bei welchem keine auSere .Arbeit geleistet 
wird. In diesem FaIle bleibt die Energie konstant, wahrend die Koordi­
naten meBbare Veranderungen erhalten, woraus eine line are Gleichung 
fur 0' entspringt. 

Fiir ideale Gase gestalten sich die Recbnungen folgendermaBen: Wir 
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haben, wenn wir bei konstanter Gesamtmasse den Druck p und das 
spezifi.sche Volumen v aJ.s Koordinaten wahlen, fur die Zustandsgleichung 

pv = 't 

und fiir die Gleichung der Adiabatenkurven 
pvy+l = Const. 

Wir konnen also 
V :::or Xu pvr+ l = Xo 

setzen und erhalten fur die Formeln (39) und (40) 

'r = f (xo, Xl) = Xo Xl Y, 

P = 9 (xo, Xl) = xoxl(y+l). 

Die Gleichung (41) gestaltet sich hiel' 

(f (1:) IX (xo) = ~-, 
rxo 

soda.6 man erhiilt 

t = (j(-r:) = 0'1: + 0', 

[ 
-y 0' ] dE = ~ + -0 dxo - xOX1(y+l)dx1 r '1Xo 

Die Integration dieser letzten Gleichung liefert nun 

xox;:Y + 0' 1 
E - Eo = r Or og XO, 

oder wenn wir t' und ,. wieder als Koordinaten einfiihren, 

0' 0' 
B - Eo = ; + 'or It' + 0' lv. 

Man braucht nun einen ineversibeln V ol'gang, um den Wert von 0' 
zu bestimmen. Bei adiabatischer Expansion, bei welcher daB Gas keine 
Arbeit leistet, bleibt z. B. t' konstant. Man hat also 0' = 0 und die auf 
die ublichen Bezeichnungen leicht zUl'uckzufiihrenden bekannten Formeln 

1 1 
E = Or t, pv = 75 t. 

11. Pr8ktisch~ Bestimmnng von E und 1]. 

In dies em Abschnitte setzen wir voraue, daB die absolute Temperatur~ 
skala schon bekannt ist und daB man von einem einfachen Systeme S, 
des sen Zustandskoordinaten wieder 

~o, xl' X2 , ••• , xn 
sein mogen, folgende Daten messen kann: 

1. Die Zustandsgleichung. 
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2. Die Funktionen P1' P2' ... , Pn im Pfafl'schen Ausdrucke fur die 
auBere Arbeit. 

3. Die "spezifische Warme" bei konstanter Gestalt. Letzteres be· 
deutet, daB man mit Hilfe kalorimetrischer Messungen, d. h. durch 
Beobachtung gewisser irreversibler Vorgange die GroBe 

(h 

ot 
bei konstanten Xv Xv •. " Xn ermitteln kann. 

Aus 1. folgt, daB man als die (n + 1) unabhangigen Koordinaten 

wahlen kann, wobei t wieder die absolute Temperatur darstellt. In diesen 
Koordinaten hat (32) die Gestalt: 

11. 

o'Y} ~1[ 01l ] d dE = t ot dt + ~ t OXi - Pi Xi' 

I 

Da diesel' Ausdruck ein vollstandiges Differential sein soil, hat man 
wegen del' Integrabilitatsbedingungen 

01l OPi (42) fiXi =aT i=1,2,;··,n. 

AuBerdem aber kennen wir wegen 3. die GroBe 

01] 1 OE 
(43) 15t = T Tt . 

Die Gleichungen (42) und (43) erlauben die Entropie 'Y} bis auf eine 
additive Konstante eindeutig zu bestimmen, wenn nur gewisse Integra-

bilitatsbediugungen zwischen den Pi und ~: erfullt sind. Setzt man die 

Werte (42) in dE ein, so erhalt man die Gleichung 

(44) 

die integriert werden kann, sobald die obigen Bedingungen erfullt sind. 
Durch Integration der Gleichungen (42), (43) und (44) erhalt man 

also samtliche Daten, die man braucht. 
Zu genau analogen Rechnungen wiirde man gefiihrt sein, wenn man 

statt der spezifischen Warme bei konatanter Gestalt die spezifische Warme 
bei konstanten auBeren Kraften messen wiirde. N ur. miiBte man dann 
nicht die Energie E, sondern das "thermodynamische Potential" 

zunachst berechnen. 
E - Pl Xl - p'J X2 - • •• - Pn Xn 
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12. Kristallinische Medien. 

Unsere samtlichen bisherig~n Ausfuhrungen und Resultate lassen sich 
auf den allgemeineren Fall ubertragen, wo ewige del' Medien fest sind 
und eine kristallinische Struktur besitzen. 

Del' einzige Unterschied ist del', daB die GraBen, welche diese Phasen 
charakterisieren, von den bisher betrachteten verschieden sind. Neben 
dem V olumen V kommen hier die Deformationsinvarianten in Betracht, 
die in del' Elastizitatstheorie definiert werden. Da wir die einzelnen Phasen 
homogen voraussetzen, sind diese GroBen in jedem Punkte einer Phase 
dieselben und konnen als charakteristische Merkmale del' ganzen Phase 
angesehen werden. 

Statt des Druckes, del' hier nicht ruehr von del' Richtung unabhangig 
ist, muB man die "mechanischen Invarianten" einfiihren, d. h. die Koeffi­
zienten der Differentiale del' DeformationsgroEen im Pfaffschen Ausdrucke 
fur die auEere Arbeit, del' ebenfalls in del' Theorie del' Elastizitat auf­
gestellt wird. 

Dieses sind im ganzen, wenn man die GroBe V noch hinzunimmt, 
dreizehn Koordinaten an Stelle del' zwei V und p, die wir hisher hatten. 
Diese Zahl kann abel' bei speziellen kristallinischen Systemen ver­
mindert werden. 

Die chemischen Koordinaten dagegen, d. h. die Gro.Ben mxi ' die wir 
im erst en Abschnitte dieser Arbeit betrachteten, sind hier genau dieselben . 
Wle zuvor. 

Zwischen diesen verschiedenen GroBen existiel'en abel' jetzt gewisse 
Relationen, auch wenn WIT die. Phasen einzeln betrachten, wahrend fruher 
Bedingungsgleichungen nul' durch Beriihrung verschiedener Phasen ent­
stehen konnten. Fur die Aufstellung dieser Relationen muB ich wieder 
auf die Elastizitatslehre verweisen. 

13. Bemerkungen fiber die Tragweite der thermodynamischell Sitze. 

Die Art, wie wir die Hauptresultate der Thermodynamik abgeleitet 
haben und insbesondere die Begriffe "absolute Temperatur" und "Entropie" 
aufstellten, laBt vermuten (obwohl auch andere Wege fur die Aufstell~ 
del' Theorie denkbar sind), daB diese Satze und Begriffe an viele V oraus­
setzungen geknupft sind und daB ihr Gtiltigkeitsbereich ein entsprechend 
beschrankter ist. 

N aturlich sind gewisse Verallgemeinerungen mogli(}h, .. die ohne wei teres 
gelingen. So kann man sich von del' Voraussetzung, daB die verschiedenen 
Medien homogen sein Iwilen, sofort befreien. Man braucht dazu nul' die 
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Zustandskoordinaten, die wir bisher hatten, als Funktionen des Ortes an­
zusehen und die Definitionen der inneren Energie und der nacb auBen 
geleisteten Arbeit mit Hilfe von geeigneten Integralen entsprechend zu 
modifizieren. Die Schwierigkeiten, die durch derartige Verallgemeinerungen 
entstehen, sind rein mathematischer Natllr; sie lassen sich leicht bei Seite 
schaffen und beeintriichtigen keineswegs unsere Resultate. 

Ahnlich kann man den Fall behandeln, wo Kapillarkrafte zu bel'uck­
sichtigen sind; eine thermodynamische Behandlung dieses Problems 
findet sich in del' oben zitierten Abhandlung von Gibbs und scheint 
schon samtliche Hauptgedanken zu enthalten, die zu einer vollstandig 
befriedigenden Losung dieser Fragen fiihren diirften. 

Zu Schwierigkeiten ganz anderer Natur fiihren dagegen die Problema 
der Strahlung und der "Bewegung der Warme", insbesondere also auch 
die Thermodynamik bewegter Medien. 

Bei den einfachsten Strahlungserscheinungen kommt man, um aqui­
valente Systeme oder um den Zustand' eines Systems zu definieren, 
mit einer endlichen Anzahl von Koordinaten nicht mehr aus. Denn 
schon die EmiBsions~ sowie die Dispersions- und Absorptionsfahigkeit 
einer Substanz mussen fur jede WellenHtnge angegeben werden, so daB 
hier nicht bloBe Zahlen, sondern von einer oder mehreren Variabeln ab­
hangende Funktionen notig sind, urn diese Eigenschaften zu beschreiben. 
Es liegt hier derselbe Unterschied vor wie in der Mechanik, wenn man 
von System en mit endlicher Anzahl von Freiheitsgl'aden zur Mechanik 
del' Kontinua iibergeht. 

Nun ist der Begriff del' Temperatur kein primarer, d. h. man muB 
die verschiedenen Zustandskoordinaten aufstellen konnen, ohne von dieser 
Gro.6e Gebrauch zu machen. Die Temperatur tritt, wie wir sahen, in 
die Rechnungen ein, indem man gewisse Gleichgewichtsbedingungen 
betrachtet. Man konnte nun versucht sein, die Temperatur eines strahlenden 
Mediums 81 zu definieren durch die Bedingung, daB es mit einem unserer 
friiheren Systeme 82 , das nach Vorigem die Temperatur t besitzt, im 
Gleichgewichte sei. DaB aber eine derartige Definition zu Unstimmig­
keiten fiihren kann, liegt auf del' Hand: Das System Ss muB niimlich 
jetzt ebenfalls als strahlendes Medium angesehen werden; es konnten abel' 
8ehr gut zwei Systeme 8~/ und S./' existieren, die vom Gesichtspunkte del' 
Strahlung aufgefaBt voneinander verschieden sind, wahrend sie fcir die 
gewohnliche Thermodynamik, die weniger Zustandskoordinaten kennt, 
genau denselben Gegenstand darstellen. Es braucht daher 81 nicht zugleich 
mit 8</ und 82" im Gleichgewichte zu sein, und wenn dies der Fall ist 
kann dieses System eine Temperatur t im gewohnlichen Sinne des W ortes 
lmmoglich besitzen; es muE diese Frage, ehe man sie beantwortet., einer 
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eingehenden Priifung unterzogen werden. Ganz ahnliche Bedenken kann 
man fiir den Begriff der Entropie geltend machen, deren Definition mit 
dem der absoluten Temperatur in so engem Zusammenhange steht. 

1m Faile, wo die Thermodynamik bewegter Medien (zu welcher man 
auch die Theorie der Warmeleitung zahlen kann) sich ohne Beriick­
sichtigubg der Strahlungserscheinungen behandeln laSt, sind die Schwierig­
keiten anderer N atur. 

Hier wurde man wahrscheinlich jedem materieilen Punkte des Systems 
eine gewisse Temperatur zuordnen konnen, die mit der Zeit variiert. 
Diese Temperatur konnte aber moglicherweise von samtlichen Zustands­
koordinaten, also hier auch von den Geschwindigkeiten abhangen. 

Trotzdem konnten fur die Bestimmung der Energiefunktion und der 
Bewegungsgleichungen unsere friiheren Methoden nicht zur Anwendung 
kommen, da wegen der nicht zu vernachlassigenden inneren Reibung aile 
V organge immer irreversibel sind. 

Bonn, den 10. Dezember 1908. 


